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Цель, которую я поставиль себЪ, задумавъ издать 
эту княгу, была--дать необходимое пособ1е ноимъ слуша- 
телямъ, студентамь строительнаго и химическаго отдфлешй 
Рижскаго Политехническато Института. Неснотря на отно 
сительную краткость книги, все же, мнё кажется, всё важ- 
наше кинсиатическе вопросы освфщены въ ней въ до- 
статочной м6рБ. Значительное место я отвожу развито 
‹амаго важнаго поняйя кинематики—о яодномь ускорениь, 
при чемъ позволяю себ ввести въ обиходь поняйя о 
звометрическихь приращеняхь функ и зеометрическить 
производныхь  неизбфжныя при желани упростять изло- 
зжеше и установить нЪкоторую аналогю въ математи 
ческихъ- опрелёлешяхъ касательнаго и полнаго ускоренй 
Я совершевно иеключиль изъ курса тлавы © кривыхь 
разстолий, скоростей и ‘усхорешй въ виду того; что 
эти главы суть не что иное, накъ простая перефрази- 
ровка положешй аналитической геометри, и потому, не 
представляя особаго . интереса съ чисто механической 
точки зр8шя являются излишаимь балластомь иБнаю- 
щимъ фиксировать внимаше читателя на болёе важныхъ 
вопросахъ механическаго характера. Въ каждомъ отдьль- 
номт случа всяк, думается мнЪ, ныфюций хотябы отда- 
ленное представлен о томъ, что ур-1е между 2 пере- 
мёнными можно разематривать какъ ур—е нёкоторой кри- 


и 


вой на плоскости, сумфеть санз построить желаемыя 
кривых (*) и затфиъ притти къ тёмь простымъ заклю- 
зещямъ, которыя могутъ быть получены изъ раземотрЕня 
ихь геометрическихь свойетьъ. Вифето этого мнф ка- 
залось боле цфлесообразнымъ коснуться другихъ вещей, 
напр. указать нёкоторые обнще пуемы сложешя движенй 
несмотря на приведенную затёиъ независимо оть этого 
подробную разработку сюда относящихся вопросовъ 


Въ заключеше считаю долгомъ упомянуть, что при 
составлени этой кнаги я’ пользоралея курсами АрреРя, 
Бобылева, Жуковеколо (литографиров.), Сомова, Суслова Шу- 
хнна (питографиров ) и др 


Авторъ 


(#) откладывая но одной изт, воординатныкь осей одно изъ 
перемёиныхь, но другой другое. 
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переноеномъ относительномъ, 


НИНЕМАТИНА (ФОРОНОН?. 


$1. Кинематика или фороножя есть часть механики 
разематривающая  движене независимо оть прачинъ 
производящихь или изифняющихъ сто. 

<Для евоихъ выводовь она довольствуется аисюнами 
геометри съ присоединешень къ вимъ представленя о 
времени. Ее можно назвать зволетуйей движювня. Независи- 
мо оть прочихь отдфловъ механики она была впервые 
изложена Алтеромь (въ началь прошлаго столбт!я). Въ 
виду того, что движене т6ла будетъ опредфлено, когда 
будеть извфетно движенще каждой его точки, мы займенся 
сначала изученемъ движеня точки 


ВИНЕМАТИКА ТОЧКИ. 
Глава |. 


$2. О движения точки мы можемь судить, наблюдая 
положешя ея въ различные моменты времени относительно 
какихъ либо предчетовь, пранимаемыхь за неподвижные 
напр., относительно 3 взаимно-перпендикулярныхь коорди- 
натныхьъ овей, проведенныхь черезъ какую либо точку 
пространства; такое движеше точки (а также и тбла) 
называетея абеомотнымь 

Еели координатныя оси, относительно которыхъ пере- 
эщается точка, въ свою очередь движутея въ простран- 
ств, то движене точки по отношеню къ этимъ оеямъ 
называется относишельнымь 
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Сказанное о движеши вполнВ относится и къ покою 
различаютъ также аболютный и относительный покой 
Хота абеолютнаго движеня. равно какъ и абеолютнаго 
покоя, иы ие ножемь наблюдаль въ природё, такъ какъ 
въ природф все движется, тВмъ не менёе легко моженъ 
<ебЪ ихъ предетавить. 

Непрерывная кривая или прямая, которую описываеть 
‘точка при своемь движенши, называется ея мраекиорзей. 


Задане движеня 


$3 Движене точки можетъ быть задано двоякимъ образомъ. 
9. Пусть въ опредфленный момеить точка зани- 
заеть положеше А на своей траекторми; черезъ нфко- 
торый промекутокь времени 1 
пусть она перемёстится въ ш 
пройдя оть А кь ш путь $ 
Движеше точки на данной траек- 
торш будетъ вполиВ опредёлено, ^ 
если для любого момента време 
ни будеть извЪетно разстояше ея оть А, иначе говоря, 
если будеть дана зависимость $=РО. (1). 
Ур—1е {1} называется уравнещемь движенёя точки (*) 
1). Обозначниь черезъ х, у 2 — координаты точки. 
Если точка движется, то координаты ея съ течешемъ 
времени будуть изифиятья — онб будуть функшяни 


времени, т. е.› 

0 
ЕЕ {2). 

в=ь () 


Если дана групиз урй 
(2), движеше точки будетъ 
вполн8 опредфлено, такъ 
какъ эти ур-4я ойред#- 
ляютъ координаты точки, 
{#) Разолоные 5, опредьияемое ур-1емъ (1), можеть быть 
п володитольнымь и отрицатольнымь, Меобходимо вбетда заранфе 


3 - 


а, слфдовательно, и положеше ея въ пространетвв въ лю- 
бой моневтъ времени Эти ур я называют 9-ня уравне 
зиями движешя точки. 

Приифчаше 1. Исключивъ изъ ур ЧИ (2) время 1, по 
лучимь 2 ур-Чя, — содержапыя дишь х, у,2 — которыя 
представятъ собою уравнешя траекнор точки. 

Примфчане 2 Какъ извфетно изъ приложешя диффе 
ренщальнаго исчиелешя къ геометри, 

= Иа... 8). 

Продифференцировазъ ур-—1я (2), овредфлимъ 4х, ду, 4%; 
подставизьъ вайденныя выраженя въ формулу {3), полу- 
чижъ 95 въ функши + Пусть напр. 

8 == а. 

Если уеловиться время отечитывать отъ момента, когда, 
точка была въ А, танъ что при 1=0 и 5=0, то, интегри 
руя посл6днее рав--о найдемъ 


е 
{в= за 
В В 
Е 
з=эоа @ 
. . 


Какъ видимъ, при задаши движешя 3-мя уравнешями 
всегда можно опредфлить и траекторшо точки и разетояще 
ея 5 оть ораго начальнаго, положешя А въ какой 
угодно моментъ времени 


Задачи для упражненя 
1). Даны ур-я движеншя точки” х=-аё у=ы Найти 
уравиеше траектории 


2 
а 
Отвьть Урр— траекторш х? = У (парабола). 


2). Даны ур-ыя движеня точки: х=щт--о у=а-НЫ, 
++. Найти уравиешя траектори и выражеше для 
раветояйя 8 


сиовиться, въ каную сторону оть А счизоть ото разстойше поло- 
акительшиит. Пришашь вы. то 5 положительно огь А м ть 
отрецательных 5 спФкуеть отклачывать отъ А къ п. 


Отезить Ур пн траектори 
(траекторя прямая линЁя), 


= И 245+ ©. 
3). Даны ур- я движашя точки: а с5 Фуа эп ( 
Найти ур-1е траектори и выражеше для разстоявя. $ 
Отеьынь. Уравнеше траекторм х?--у?=а? {окружноеть 
радуса а} 


= 


Указане на упиене. Чтобы найти ур траектория 
надо оба ур—1я возвысить въ квадрать и затфыъ сложить 


Глава И. ` 
Равномёрное двинене, его скорость 

$ 4. Деновеще, въ которомь ощношеще пути къ проме 
эвутку времени, въ теченёе которо этоть путь быль прой- 
день точкой. ость величина постоянная называется равно- 
итрнымь. 

Если точка, двигаясь равномфрно, во время & прошла. 
путь 5, то соглаено опредфленно такого движеня 


З=у в) 
гдЪ У—нфкотарое постоянное количество 

Это ур-—Че даетъ возможность опредфлить $ нъ функ- 
ци { Изъ него имфемъ 

$=\м. .. - @) 

Послфднее ур-—№ можно назвать уравненемь равно- 
мърнео движещя. Оно разрвшаетъ всё вопросы, отноея- 
песя къ этому движеню. 

Количество \ называютъ скоростью равномфрнаго 
движешя. СлЬдовательно, скорость равномтрнало движеня 
есть отношене пути къ .промежутиу времени, въ течеше 
хоторло этоть путь быль пройден точной. 


У выражается въ особыхь единицахъ- единицаль ско- 


5 - 


рости Принимая во внимане, что $ выражается въ (ед дл) 
4—вь (ед. вр.), находимъ, что 


5 ве м) 8 (щм)_5 
(ед. вр.) 1 ед. вр./ Е ед ск 


зЗдфсь отношен® -р — Ус отвлеченное число пока- 


зывающее, сколько единицъ скорости содержитъ въ себ 
У. Какъ видимъ, единица скорости есть сложная едини- 
ца’ она равна (ед. ск.} == (ед. дл.}- (ед. вр. 

Подагая въ форм. (1) 1 = 1, получимь У. = З т.е. 
чворость равномтрнияо деизенёя численно равна пути про 
ходимому точкой въ единицу времени. 

Необходимо поинять, что это равенство лишь чиелен- 
ное: У и $ никогда не могуть быть равны между собой, 
такъ какъ эти величины—разнородныя: \ выражаетея въ 
ед. дл.)- (ед. вр.)-\ а З—въ (ед. дд.). 

Прииёчаше. Замфтииъ, что въ формулахъ (1) и (2) 5 
выражаеть пужь, пройденный точкой, но не меремющеше 
ея  СтБдуеть различать эти два поняття. Разлише ихъ 

можно пояснить слёлующимъ про- 


етымъ примёромъ Пусть точка дви- 
7” ‹ жетея равномфрно по окружностя 
А радуса г въ направлевши указанном 


етрьлкой и во ‘время { соверизеть 
волный оборотъ„ т. е выйдя изъ 
положешя А, , опйть въ него возьра- 
щается ‘Тогда путь пройденный точ“ 
кой за это время будеть $ = 21г; пёренфщене же ея 
равно ©, танъ какъ по истечени времени { точка оказы“ 
вается въ томъь же мфстЪ, гдВ была раныше, и, конечно 
было бы ошибочие, основываясь на поелфдиемъ обетоя 
тельствЪ, заключить, что скороеть движешя точки У=0 


Глава И. 
Средняя скорость и скорость въ данный моменть зренени ко 
всякомъ двыжени. 
$5 Если движеше не равномбрно то называется 


—6 — 


первминнымь Если точьа двигаясь перемниыиъ двяже- 


8 
земь во время {1 прошла путь $ то отношене-- называ 


вають среднею скоростью токи за время # Обозначимь ее 
через Ур * Итакъ 


= 3 @) 

Можно сказать еще, что средняя скорость точки во. 
веякомь движение веть скорость пою ривноэньрнало двиоюеная, 
хрь которомь точка в. то же время мала бы пройти тоть 
эже путь, что и въ перемюиномь двновени. 

Но средняя скорость позволяеть судить лишь отчаете. 
о быстротВ движенЁя: въ различные моменты времени точка, 
можеть двигаться скорфе, тише, можеть даже оставаться. 
въ нокоЪ,—о вефхь этихъ характерныхъ признакахъ раз- 
сматриваемаго движетя по средней скорости мы не можемъ 
составить никакого понятя. Чтобы помочь этому, вводять 
понят! о скорости въ данный моменть времени. Для болЪе 
нагляднаго описашя этого крайне важиаго понятйя механи 
ки представим себф слфдующее. 

Пусть точка выйдя изъ нёкотораго начальнаго поло- 
женя А на своей траекторм, двигаясь перемфннымт, дви- 
жещемь черевъ нфкоторое время { оказывается въ, поло- 
женш т, пройдя путь 5, Раздв 
лимь вреия & на безконечно. 
налые элементы ДЬ. Пусть кь 
конщу каждаго такого элемента 
времени точка оказывается по- 
елёдовательно въ, положешяхъ а,. 
Ь с... пока наконець ни достигнеть положешя п, 

Вообразимт, теперь другую точку, выходящую изъ А 
одновременно съ данной точкой и встрёчающую эту по- 
слёцнюю въ конц каждаго элемента пути т.е.) вь 
а, Ъ, с... ш, но движущуюся на протяжены каждаго эле- 
мента равноиёрно ео скоростью, равной средней’ скорости 
данной точки при движени ея во этому элементу. `Такъ 
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что, напр., при дваженш по какоиу нибудь элементу пути 
А5, проходимому нанной точкой во время ДЁ эта вторая 
вообразаемая точка обладаетъ скоростью 


4$ 
У, = АЕ 

При безгранячномъ убываши времени А до О и, сл- 
ловательно, при безграничномь уменьшении” эленентовъ пути 
Аа а 5. воображаемая точка будетъ все чаще и чаще 
зстрёчаться съ данной точкой, и въ предбяВ, котла А, & 
съ этимъ вифетВ и рлементь пути--обратятся въ О дви 
жеше воображаемой точки совершенио совпадеть съ дви- 
жешемъ данной точки. Скорость‘ея У.› при этомъ будетъ 
«тремиться къ нфкоторому предфлу У 


У= ва (+) = ша (&г) 
А 
А№=0 


Это количество У и называется скоростью перемВнна 
то движешя, соотвфтствующей данному моменту времени 
мли короче скоростью въ данный моменть времени. Поль- 
зуясь послёднимъ равенствомъ можно дать такое опредь 
леше этой скорости. 


А№=о 


. Сьорость вы данный моменть времени во всякомь двине- 
и есть предъяль средней скорости, мечиеленной для безко 
‘нечно мадаю промежутка времени, имъющего начало или 
хонець въ данный моменть времени —при безраничномь убы- 
зеийи этою промежутка до’ 0. 


Такъ какъ $ есть фунюшя времени напр, 5=Е(, 
то 4$ ееть приращене этой функши, соотв тетвующее при- 
ращению независимаго перемённаго —Аё Какъ извзетно 
изъ дифференщальнаго исчиелешя, предфлъ отномешя при 
ращеня функщн къ приращенйю ‘ея незавненмаго перемВн 
наго ‘при безграничномъ убываши послёдняго прирзщеня 
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до О есть первая производная этой функци Слёдователь- 
но согласно обозначешимт, дифференшальнато исчислешя 


) =р0=®, (2) 
м=0 


ать еще, что скорость въ 
данный моменть времени в0 веякомь дожен есть первая 
производная проходимало точкой пути по времени 
Гаково аналитичеекое опредёленше скорости Но еко- 
рость изображаютъ и графически въ пидВ нзкотораго- 
отр\зка или вектора 
Пусть точка въ разематриваеный ионенть времени 
находитея въ положены ш Желая построить ея скорость. 
для этого момента посту 
у пають такъ: проводять въ точк% 
т каеательную къ траектории; на, 
‘т. э1фй касательной въ ту сторону 
куда движется точка, отнлады- 
ваютъ столько линейныхъ еди 
ницъ, сколько единицъ скорости заключасть въ себ У 
Этотъ отрёзокъ и принимаютъ за графическое изображеше- 
скорости. 
Еела точка движется по прямой то скороеть откла- 
дывается по этой же прямой. 


Примфчане — Направлено движешя считають всегда 
совнадающимъ съ направлешемъ скорости. 


Если скорость съ течешежь времени возрастаеть, 10. 
движеше называютъ ускореннымь въ противномъ случа — 
занедлемнымь 


Опредфленше движеня по скорости 
3$ Е Ееля данъ законь дваженя 
$=Р( 
45 
то вычисливъ ‘де, мы опрелёлини У въ функтии # Нетруд- 


но рёшить и обратную задачу Дъфйствительно если дано 


4$ 
У=Е 
то 
4$ =У&. 


Принимая, что при +=0 и 5 =0 получимь интегри- 
фуя послфднее равенство, 


= 1 
= у& 
о 5 


5= [уе () 


Пусть дано напр 
У =®4. 


По формуль, (1) сейчась же находимт, 


+ 
$ = [ х (0 & 


Такимъ образомъ ур-4е У = Ф() можеть служить 
для опредвлешя движен!я (по заданной траектори)} совер- 
зпенно также, какъ и ур—е $=Е (+) 

87 Теорема. Проекщёи снороети не координеинныя оси 
равны скоростямь движений проекийй точки вдоль этить оеем 


Пусть скорость точки въ нфкоторый моментъ времени + 
есть У. Какъ мы нашли, 


У = > (1) 


Проекуи скорости на координатныя оси обозначим 
соотвфтетвенно черезь У,, \;, \,. Если углы, состав- 
ляеные направлещемь скорости съ осями ОХ, ОУ, ОХ или, 
иначе говоря, углы, составляемые касательной къ траек- 
тори съ этими оеями, равны а, В, 1, то 

У; =Ува 
(2) 
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Какъ павЪетно изъ приложея дифферевщальнаго ис- 
числешя къ геометри  с—ы угловъ,  составляемыхъ 
касательной въ кри- 
вой съ координатны- 


х ми осями, равны 
4х. 
3я= 
4, 
6 $3 = 45} 
у _ 
1= 5 


Прянимая это во внинане и изн въ виду равенство 
(1} ваходимъ для проекшй екорости тавя выраженя 


= 61 8) 


Когда точка движется по траенторм, проекщи ся на. 
координатвыя оси движутся влоль этихъ осей. Изяфряя 
для каждаго положен точки разетояшн ея проекщй оть 
начала координать,—они равны х, у, 2, —мы увидимъ, что 
эти разетояшя еъ течешемь времени измвняются, другими 
вловами,—что они суть функци времени Но, какъ было 
сказано въ $ 5, первая производная разстояня по времени 
веть скорость. Поэтому количества, “, 4, 2 предетаз- 

Е а’ а 
ляютъ еобою не что иное, какъ скорости движеня проек- 
щи точки вдоль координатныхь осей. Такимъ образом 
рав—а (3) показываютъ, что проекщзи скороети на коорди- 
натныя оси равны скоростямь движешя проекщй точка 
вдоль этихь осей что а требовалось доказать. 


-и- 


Примфчане. Такъ какъ всякую прямую можно раз- 
<матривать, какъ одну изъ координатиыхь осей, то ножно 
сказать, что вообще яроекиёл скорости на какую улодно ось 
‘равна скорости двиокеня проекции: точки вдоль этой осн. 


Аналитичесвя вырашещя для опредфлешя скорости по величинь 
и направяению. 
$8. Воавысивъ въ квадратъ рав—а (2) предыдущаго $ 
и затфиъ сложивъ ихъ получимъ 
У (а че рЕМУчУ 
Но, какъ извфетно изъ аналитической гсометрив, 
са Ве та; 
поэтому поелЗднее равенетво даеть 
Ему 
откуда 
УИ чия . (1. 
Передъ корнемъ удерживаемь знакъ +, такъ какъ 
этой фориулой инфемъ ивлью опредфлить лишь величину У. 
Навравлене же ея опредфляется углами а, 8, фрз-ы 
которыхь какъ видно изъ рав- т (2) предыдущаго 8 


равны у у у 
ор ежВ, = и вт=- ® 


Рети движене задано 8 уравнешями 
х=Ь(), у=Ь О, = (3) 
то пролифференцировавъ ихъ, опредфлимъ 
4х. 4 @ 
а’ а’ а” 
Согласно предыдущей теоремВ эти производныя равны 
У; У, У, 


У = щаь О 


У я щ=ь® @) 


У; = щ = 
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Вычисливъ по этим формуламь Ух, У, У, нетруд- 
но уже затфиъ по формуламъ (1) и (2) опредвлвть У и 
хгаы х 8, т 
Задачи для упрашнени. 


4. Найти скорость точки  движеше которой задано 
ур-емь $ = а +ы 

Отт У =Ь 

Замьчаще. Скороеть точки оказывается постоянной 
поэтому заданное движене—равномврное Полагая {=0. 
находинъ 5=9. Это ‘показываетъ, что въ тоть моментъ 
когда было начато наблюдеше движешя точки, она уже 
находилась на разетояни Я оть своего начальнаго поло- 
кеша, отъ котораго измВряются разетояня. 

5. Дано, что скорость точки въ нфкоторый монентъ 
равна 5 "/ м Спустя 8”, скорость, измняясь согласно 
закону У = * + М оказывается уже равной 13 "/ 
Вычиелить разстоые, пройденное точкой за это время 

Рашени. Оапредёлимь свачала коэффищенты @ и Б. 
Если условимся время отечитывать отъ того момента, когда. 
скорость точки была 5 ®/., то при 1 =0, У =5. Под- 
ставляя эти значетя {и У въ уравнене У = а + Ы, 
найдемъ д=5. Затфиъ имфемъ: при {=8 У=13 что поел 
подстановки вт, то же ур—® доставить 

13 Е 5 Ь. 8; откуда Б = 1 
Сльдовательно законъ изифнешя скорости таковъ 
У=ёч+ь 

Проинтегрировазь это выражене, получниъ $ 

лв 218 
З ] (5+0 @= о + | 
„7—0 В 2 о 

$ Дано 5 5, в. Вычиелить ереднюю скорость, 
соотвфтетвующую промежутку времени  протевшему оть 
==3 зе6. до ф == 8 ее 

Отвьта У = 55. 

7. Даво 


ха ва, утатое, с =Ы 


= 72 №. 


в- 


Вычиелиль У и $ 
У + У = и ата 


Отвьть. 5 = 

8 Дано а 
9х у = 

зачудаел | 


ЕТ ) 
Опредфвить У по величин® и направлен 
Указаще на рюшеше  х? — у? = 1. 
2х к Зуд =о 
4х 4 
ха -уа =0 
Приеоединяя къ этому ур—о первое изъ данныхъ 
ур и замфняя соотвтелвуюцуя производныя черезъ 
\У,, У, , полузимт 
х\чу\ = я + 1 
у = 0. ху 
Зная У \У уже нетрудно вычислить У и ся 58 657 


Глава 1". 
Равноперемфниое движене, его ускорене. 

39 Демжеша, въ хоторомь отношене приращеня ско 
‘рости къ промеждулижу времени, пъ течеше котораю это 
‘приращенче произошло. воть величина постоянная называет 
ся равноперемюннымь. 

Если точка въ нфкоторый моментъ нифетъ скорость о 
з спустя время # скороеть ея У, то въ случа равнопере- 
нфинаго движеня 


@ 


тд У” —нЪкоторое постбянное количеетво. 

Это количество \ называютъ ускорещемь равнопере- 
мВныаго движешя. 'Гажжимъ образонъ усхореще равноперемьн- 
наго движещя есть отношеще приращенёв скорости къ с0- 
отаътствующемну промежеутку времени 

Нринимая во ввимате что скорость выражается въ 


_м- 


(ед. дл.) (ед. вр.У\ нетрудно сообразить, что ускорене 
должно выражатьея въ (ед. дл.) (ед. вр.}* СлЪдовательно 
(ед. уек.} = (ед. дл.) (ед. вр)* 

Полагая въ формул (1) -=1, найдемь У—\№ = М 
на основаны Чего можемъ сказать, что ускорене равнопе- 
фемьннало движещя численно равно приращению скорости въ 
единицу времени. 

Необходимо замётить, что это равенство лишь числен- 
ное: ускореше и скорость никогда не могуть быть равны, 
такъ какъ эти величины разнородныя: первос выражается 
въ (ед. уск.), вторая же—въ (ед. ек.). 

Если скорость съ течешемь времени возраетаетъ 
{при У > У), то дважеше пазываетъ равноускореннымь, въ 
противномт. случав (при У < У) равнозамедленнымь 

Изъ формулы (1) видно, что въ равноускоренномъ 
движени У’ > О, въ равнозамедленнонь У < 0. Инфя 
это въ виду формулу (1) ножно писать болфе подробно такъ 

= м, | 
помня при этомъ, что верхшй знакъ относится къ уеко 
ренному движению, нижяй--къ замедленному 

Изъ формулы {2} находимь 

= \% + М . 3}. 

Ъели условитьея врехя отечитывать отъ того момента, 
когла точка находилась въ начальномъ положенш на своей. 
траектори ({танъ что при { = Ои 3 = 0) то согласно 


форн {1} $6 
Ё В \ 
5 й Уа = ] (Уз У ау (4) 
° 


Формулы (3} и (4} разрьшаютъ всЪ вопросы  отноея- 
ицеся къ равноперемниому движен!о. 
Формуль {4) можно придать еще слёдуюний видъ 
з- 2% У, % + =%5, = © 
3 


Поелфднее равейство  роказёьаеть, что путь, пролоди- 
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мый точкой въ равноперемьниомь дтижении, равень тому пупие 
который прошла бы точка. дешаясь равномирно во скоровтью, 
‘равной средней а} нометической ‘изь начальной и конечной 
скорости. 

При У, = О, т. в, ебли движеше совершается безъ 
начальной скорости, формулы {3} и (4) принимаютъ видъ 


У = м. ИА (6) 
з=\а Го) 


Такое движен:е можетъ быть только уекореннымь и 
потому передь \/ взять. одинъ верхый знакъ. Изъ форм 
(7} имфежъ 

= 25 
\ ®) 
Подставляя это значене { въ рав. 6) получинъ 
УИ \5 (9). 

Формулы (8) и (9) даютъ возножность вычиелить Ёи \7, 
если заданы Зи \ 

Ускореше \№ изобрежають танже графически, Дла этого па. 
касвтельной въ траектор!и въ разематриевемомъ положении дви- 
зущейся точки № вЪ ту сторону оть ш, нуда У числовво возра- 

стаетъ, откладывають столько линей- 
выхь единиць, сколько (ед. уск.) 
м н 
занлючаетсн въ \№. Попучанвый 
отрёзокь и принимають аа трафиче- 
ское изобрынеше ускорсшя. Изь 
способа постровмя \№ елёдуеть, что 
въ случаБ  ускорениаго движешя 
ноправлев!е ускорешя совпадлеть съ направаешемь дьяжен, въ 
случа же аамедленнаго-- противоположно ему. 

ВЪ виду того, что ускореше \/ отвледываетея по квсатель 
ной, его Нввывають еще хасательнымь (на пазнениазаныхмь) ускоре- 
в1емь равноперемвннаго движен:я. Недъан не обратить зяиманёя нь 
то, что это ускорен! не въ достаточно подной мёрф характеризуеть 
язылов скорости: овб укозываеть лишь намфненене везичины 
ея, объ июне н же ея по нанраеленю ве даеть никакого по 
нат, Благодаря этому, мамъ придется впослЪдствЕи ознакомиться 
еще съ другого рода ускореземь, но ‘объ этомь рёчь будеть нише. 
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Теперь же замфтимъ, что раземотрфниое нами ускорен1е \/ воли 
опредфляеть измёнены скорости равноперемённаго движен!я лишь 
въ том случав, когда это днижен1е —прямолияейнов. 

Примфчане. Какъ извЪстно изъ физики равйоперемфн 
ное движеше осуществляетсн въ природв при` паденм и 
бросан вверхъ тяжелыхъ тьль (въ пустот). Ускореше 
этого движешя—его обозначаютъ обыкновенно черезъ 5— 
равпо (приблизительно) 

$ = 981 2 

Строго говоря, 8 не есть величина поетоянпая а зави- 
сить оть широты мфста и высоты его надъ уровнемъ моря, 
Наибольшаго значешя в достигаетъ у полюзовъ, наимень- 
шахо у экватора. Но разница значешй в для разныхъ 
мзетъ земной поверхности настолько маза, что въ вычи- 
слешяхь, не требующихь особой точноети, ею обыкновенно, 
пренебрегаютъ и считаютъ 5 за постоянное. Приведенное 
значене в вфрно съ точностью до 1 для ифотъ, располо- 
женныхь на широт Парижа и на уровнЪ норя Точное 
выражеве для 8 таково 

Е = (980,5056 — 5,5028 с5 24—40 000003 №) ‘пу 
$ — широта ифета, 
№ — высота его вадъ уровнемъ моря въ ет 


Глава У. 
Касательное (тангенщальное) ускорене среднее ин въ дан 
ный моменть времени во всякомь движени. 

$ 10. Чтобы судить объ измфневши величины скорости 
эъ перемфнномъ дзижени вводятъ поняте о среднемь ка- 
сательномь или тавенщальномь ускорена. 

Суеднимь кассипельнымь ускорещемь за время $ называ- 
ть отношене приращеня скорости ко времени & въ течеше 
которо это приращеще произошло, 

Если скорость точки въ какой либо моменть есть У 
а спустя время { дВлается равной \У” то среднее касатель 
‘ное ускореше точки за’ это время 


м. =У-У @) 
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На основан этого равенетва среднему ускоренно нож 
10 дать еще такое опредфленю: среднее касательное уеко- 
реше есть ускореме тою равноперемьныемо двиокеня, при 
хоторомь точка въ то ео время и на зпомь же пути нолучаеть 
210 006 приращеве скорости что и въ данномь перемпнномь 
движвенйи. 

Но среднее касательное ускореше даетъ лишь весьма гру 
бое отдаленное предетавлеше объ изиЪнени величины скорое 
ти. Чтобы пополнить этотъ пробЪлъ поступаютъ такъ. Раз 
дфлимъ время 1,-— въ тече- 
зе котораго точка дви- 
гаясь перенфннымъ движе- де 
емъ, переходить изъ А въ 
11 —на безконечно малые 
элементы А+. Пусть по ис- А 
теченши каждаго такого эле- 
мента времени точка оказы- 
зается въ положешяхь а, В, с... ш Вообразимъ затбиъ 
что одновременно съ данной точкой изъ А выходить еще 
‚другая точка, которая по истечени тфхъ же промежутковъ 
времени + оказывается вЪ тЬхь же положешяхь а, В, 
е.... п, что я данная тозка, мо на протяжени каждаго 
элемента пути движется равноперенёыныъ движешемъ, 
ускореше котораго равно среднему касательному ускорено 
точки на этонъ  элементь Такъ 910, наир, для 
какого либо элешента Бе ва протяжени котораго дан 
ная точка получила въ течеше времени АЁ приращеше 
<корости АУ, ускореше второй воображаемой точки равно 
ду 
АЕ 

При опяевнвыхь услошяжь движеня скорости обЪахъ 
точекъ въ положешяхь А, а В с... ш будуть равны 


1, 


У» 


Предположимъ теперь, что АЕ неограниченно прибли- 
жаетея въ О Тогда двяжешя обзихъ точекъ будуть 
_дьлатьен все болве и болфе похожими и наконець въ пре- 
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Дл когда ДЕ обратится въ О, совершению совпадут, — 
скорости обЪихъ точекъ будуть при этомъ во всявй но- 
ментъ равны, такъ что по изифненню величины екороети 
воображаеной точки мы иолучинъ вполнё правильное поня 
те и объ измвнеши величаяы скорости данной точки. Но 
при приближени А\ къ О ускоренше воображаемой точки 
УМ!» будетъ приближаться къ н®которому предфлу \/ 


АУ 
М = т (“-) — № (3+) 
№=0 КР е=О 


Это количество \ и хазывается касмнельнымь (иг 
ташеналенымь) ускорешемь точки въ данный моменть 
времени 

Такимъ образоиъ хасазмельное ускорене точки въ дан 
ным моменть времени в0 всякомь движении веть предъыяь 
ередняю касазтельнаю успорешя,  иснисленнаго для безконечно 
мамио промежутка времени, имюющаю начало иди конець 
в данный момен из. времени при неораниченномь убывание 
этою промежутка д0 О 

Но ввдь скорость точки въ перемфнномъ движеши 
всегда есть нзкоторая функц времени АУ—будетъ при- 
ращешенъ этой скорости, соотвётетвующимъ приращению 
времени АЕ  Изъ дифференщальнаго исчисленя извфетно 
что предфть отношешя приращеня фувкщи къ прираще 
нно независнуаго перемфинаго при безгранячномъ убывани 
послёднято приращешя до О есть первая производная 
функыи. Поэтому можно написать 


АУ 
\ = то (т — м 
м=0 
Выше мы имбли что 
28 
У=З. 


Въ виду этого 


{2).- 
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ПослБдя равенства показывают», что хасательное 
зускореще вь данный моменть времени в0 веякомь движении 
есть первая яроизвойная скорости 10 времени иль вторая 
зроизводная пути по времени. 

Ускореше \\ ‘изображаютъ и графически. Для этого 
въ разематриваемомь положен точки па проводят кава- 

тельную къ траектор!и и на этой 

каеательной въ ту сторону отъ 

1, куда скорость численно воз- 

ы раетаеть, откладываютъ столько 

линейвыхъ единицъ, сколько еда- 

т ниць ускоренйя заключается въ 

ускоренм \. Въ случа уеко- 

реннаго движенл направлеше  касательнаго ускорешя 

совпалаеть съ направлещемь движешя, въ случа замедлен- 

нато противоположно ему. Изъ способа построешя \ 

становится понятнымъ, почену это ускореше назынаютъ 
касательнымь (или тангенщальнымъ). 

Вэ. прямолинейномь движеши касательное ускореще 
откладывается но прямой, по которой движется точка. Въ 
этомъ случаВ его называютъ просто ускорещемь движешя 

Приифчаще. Касательное ускореше въ перемнномъ 
движении, очевидно, изыфряется тёныи же единицами, что и 
жасательное ускорене равноперемфннаго движешя, т. е. 


{ед. дл.) (ел. вр.)*. 
Опредфлене двитешя по уснореню \ 


$ 11. Если траекторя движешя извфетва, и дано 
его каеательное ускореше \\, то движеше будетъ вполнё 
опредфлено. ДЪйствительно ны нашли 


4% 
\-з 
Отсюда. 
у = ма 


Преднолагая, что при #=0  \У==\У, получимь инте- 
чфрируя послёднее рав—0 


> 
= 
| 


У—\, = (1) 


о 


Еели дано напр 
\ = 
то по форм (1) иифемъ 


1 
У %+ ] «Фа 
о 


Правая чаеть этого равенства есть нфкоторая функшя 
оть +. Обозначимъ ее черезъ Ф (). Тогда послфднее ра 
венство приметъ видъ к 

У=ФО. . . ©) 

Гакимъ образомъ зная траекторйо точки и касатель 
ное уекореше ея, мы можемьъ опредёлить для исякаго 
момента скорость точки, иначе говоря, всегда ножемъ по- 
‘лучить ур-—1е (2). Какъ было ноказано`въ 8 6 послёднее 
ур—1е опредёляеть двяжеше точка совершение также 
какъ и ур-—е 5=Е (+). Поэтому ур я 

м 


= 97. 
У =Ф\ 
$=Е® 


вполнф равнозначны въ смыслВ опредфлемя движешя (по 
заданной траекторйа) 


Глава У, 


Полное ускореше среднее и въ данный моментъ времени во 
возномъ движены 

$ 12. Касательное ускореше лаеть возможность судить 
объ измБнешн скороети лишь по величинё Чтобы полу- 
чить предетавлеще объ изыБнеши ея и яд величинь и зо 
направлению въ механину вводятъ поняте © полномь уеко- 
фени (или просто ускорении) ереднемъ и въ данный моментъ 
времени 


р — 


Пусть гочка въ икоторомь положеши ея пе иметь. 
скорость У, а спустя время А*, придя въ положеше ш,-— 
скорость У  Проведемь черезъ ш отрёзокь п, 
равный и параллельный 
У’. Соединивь & — нонець 
отр$зка,  изображающаго 
скорость У, съ точкой В 
волучимъ отрёзокъ 25, ко- 
торый представатъ геомет-- 
рическую разность У’и\У. 
Назовемъ его ометричес- 
кимь ` приращещемь ‘ско- 
‘рости и обоввачимь’‘сииво 
ломь (АУ). 

Затёмь проведемъ отрфзокъ ше, вараллельный аб и 
отложимъ на немъ величину 


{А\) 
№ = А 
р и называютъ среднимь познымь ускорефемь точки, 

Хакимъ образомъ среднее полное ускореве во веяномь 
датжени есть отношене зеометрическао приращеня ско- 
рости къ промежутку времени, въ зпечеше которало - это- 
_Яриращеме произотию. 

Среднее ускораИе уже опредфялеть, и величину и направле 
ме скорости У’. ДЪЙотвительно, если дия положены точви ш даны 
ло величин и неправлев!ю скорость У к ускорен }ер.› то, проведя 
зерезъ точку © прямую, караллельную фе, отложивь на ней отрё- 
зокъ д Ь, равный чисненно произведению }ер. А! = (АУ), собди 
навъ автвыъ шоъЬ и проведи нуд’ |. ЗБ; получим» скорость У 
При эхомь, нокъ видно, ди построевйя \” ноксе ие нужно знать 
вада траоктор!в: достаточно лишь знать положеше точенъ ши т” 


1) 


Вообразижь теперь, что промежутокъ времени А+ 


АУ; 
безгранично убываеть до О Тогда отношеше р будетъ 
стрематься къ нёкоторому предлу 

= ша (=: —_ ва. | № @) 
АО АЕ 0 
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и, когда АЕ обратится въ О, отрёзокъ ше заиметь нфкото 
рое положеше 4. Ноличеетво {}, изображаевое отрЪзкомъ 
14, и вазываетея яоляымь ускорещемь точки яъ данный 
моменть времени 


Слёдовательно, полное усьорене въ данным моменть 
времени в0 веякомь движени есть предьль средняю полно 
‘уускоренёя, иечисленнелю для безконечно мало промежутка 
времени, имтилщало начазо или конець въ данный моменть 
времени, при нейраниченномь убывани этою промежут- 


ка до 0. 


Еели условиться ыы У) называть  геометрическои 
тм дыо 

производнои У по 1 и обозначель ради краткости симво- 
лонь то можно сказать, что полное ускореще вь данный 
моменть времени в0 всякомь движещи веть звометрическая 
производная скорости по времени 


:=У {3 


Прииёчане 1. Изъ способа построенёя } слёдуетъ, что 
полное ускорейе вседа направлено въ зву сторону оть траек 


зпори, куда эта посльдняя обрищена своей вомутой сто- 
роной. 


Приифчане 2. Полное ускореще измфряется, очевидно, 
тЪми же единицажи что и касательное ускореше т ® 
{ед дл) (ед вр.) 


Годографъ скорости 


$ 13. Для боле нагляднаго объясненя самаго важна- 
то поняя кинематики-полляго ускореня-- прибфтаютъ 
къ поетроенйо таку, называемаго зодографа скорости. 

Пусть точка въ беяконечно близкихь положешяхь ея 
жа Бе... пыфеть скорости У, У У”, У”... Возьмемь 
какую нибудь произвольную точку О и проведемъ черезь 
нее отрёзкя Ош Од’, ОЪ, 0е’..., равные и параллельные 
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отр%зкамъ, изображающимъ. 
скорости У, \ М”, У"... 
Геометрическое место то- 
чекъ п’, а’, Ъ', @.., по- 
строенныхь такимъ обра- 
зомъ, булетъ нёкоторая 
кривая п’а’Ыс’... Эта кри- 
вая и называется зодогра- 
фонь скорости *), точка 
О назывется ярлиюсомь годо- 
графа. а разетояше какой 
либо точки . годографа отъ 
полюса — радувомь векто- 
ромь годографа. При движени точки ш по траектоми 
конецъ радуса вентора Ош’ -— точна п’ — чертить годо- 
трафт. 

Опредфлеше полнаго ускорешя по годографу скорости 

$ 14. Пусть А’В’ годографъ скороети точки, траекто- 
{ия которой АВ Возьмемь ина траекторм 2 безковечно 
близюя точки па и @. Проведенъ черезъ нихъ касательныя 
къ траектори и за- 
тЬиъ построинъ 8 ра 
дфуса вектора годогра-. 
фа Ош’ и О’, парал- 
лельные этимъ каеа- 
тельныйъ. Эти ращуеы 
булуть равны и па- 
раллельны отрфзкамъ 
изображающимь ско 
рости. точки Уи У 
въ положещихь ея 
тиа. Хорда по’, 
очевидно, будеть рав- 
на и параллельна 


*) Пови{е © годогрыфь было введено въ механику изввет 
вым выгиенимь МАТОМАТИКОМЬ И МЕХАНИКОМЬ Газеильнономь 


— = — 


отрьзку, изображающему геометрическое приращеше ско 
рости (АУ); слдовательно она будетъ параллельна и 
ереднему ускорению }хр.. Это ускореше равно 
(ДУ) ша 1 *) 
3 Ям ву (@) 
ДЕ АЕ (ед. вр) 
Ради краткости письма уеловимсея опускать впредь 


множитель „ предполагая всегда лишь численное 


(Ед вр.) 
равенство; 
Предетавимь себ теперь, что промежутокъ времени 
ДЕ, въ течеше котораго точка переходить изъ п въ а, 
безгранично убываеть до О. Тогда дуга п’а’, обозначим 
ее черезь Дз, — описанная концомъ радлуса вектора, 
перем щающагося за это вреия изъ т’ въ а, будетъ 
также неограниченно приближаться къ О а отношеше 
— ма _ 43 
> 2-м будетъь стремиться къ предфлу 


та (:) 4з 
Ао 41 
Послфдняя производная, какъ мы знаемъ, равна ско- 


рости точки п’ (чертящей годографъ) Обозначинъ эту 
скорость черезъ ». Итакъ, 


4 
= .. (2) 
Но при веограниченнокь приближены № къ О} 
приближаетея къ }. Поэтому 
ил 
= Не (..) —= № [6 = 
дано ‘А 7 о 
с (аи) — и] ыы) 
и“ М м=о Иа део го де 
45 4 
= а=и 


=) Такь какъ (ЛУ) = р 


—@ -— 


личая потученный результать съ рав--омъ (2) находим 
9=» озна: 8). 

Необходимо помнить, что это лишь численное равен- 
ство. Оно будетъ однороднымъ лишь въ томъ елучаф, если 
писать его болфе подробно так 

1 
2 (ед. вр.) 

При приближени АЁ къ О точка а’ будетъь стремиться 
къ совпадению съ п’. Отрёзокъ н’Ъ’ ревный и параллель“ 
ный отрёзну, изображающему }:»., будетъ стремиться при 
этомъ къ совпадению съ касательной ит’с’, и въ предвяЪ 
когда Ди обратитея въ О обф эти нрямыя совпадуть, Но, 
какъ бы точки п’, ’ ни были близки другь къ другу, 
веегда ига’ || 2. Эта параллельность сохранитея и въ 
ъпредфлв при ДЁ=0, когла }‹р обратится въ }. Сльдова- 
тельно, касательная и’е’будеть параллельна направлешю 
уекорешя |. Пранимая это во внимаые и имЁя въ виду 
рав—о (3), ножно сказать’ что полное ускорене чнеленно 
„равно в параллельно скорости точки, чертящей зодорафь. 

$ 15. Теорема. Нроекиёи полмело ускореня на коорди- 
натныл оси равны усворенбямь доижение зроенций точки 
вдоль этижь овей. 


У 


Примемъ начало ко- 
ордивать за полюеъ 
тодографа — скороети 
А’В’.. Поетроивъ для 
положешн и точки 
екорость у соотвЪт- 
ствующей этому по- 
ложен!ю точки шт’, чер- 
лящей годографъ 
овпредфлимъ воглаено 
только что сказан- 
ному } но величин и 
направленно, Проекци 
зна координатныя оси 


— 6 -— 


обозначимь черезъ ]х, 1у› 3х ‚ проекщи екорости у на т5 
же оси—черезь ух, уу, У»; координаты точки за —черезь 
т, С. Принявъ эти обозначешя, имЪя в» виду рав—о {3} 
предыдущаго $, можент, написать 


9 

= 7йи 

Сел 

— =-1 
= у=а 4 

4 

в - = а 


Но координаты точки ш—ё 1) & представляють не 
что иное, какъ проекщи на коорлинатныя оси радуса 
вектора Ош’, равнаго и параллельнаго отрёзку, изобра- 
жающему екорость У. ЗамЪчая это, обознаая координаты 
точки т через х, у, #, находинъ 


Е 4 
$ = прх0ш = \, = я 
4 
цЕру 0ш = У, = @) 
© = пр; Ош = У, = Е 
Въ виду этого рав--а (1) привинають видъ 
ах 
_ 4 (ав 4х 
и Я 
8 
_ 4 (а) _ № 8) 
м а па 
42 
—_ 4 (и _ 4 
и = а пае 


Ъели точка движется, то проевши ея на кординатныя 
оси движутся вдоль этихъ осей. Разетоявя х у 2 этихь 
проекцйй до начала координат будуть, при этомъ съ тече- 
шемъ врежени измзияться, иначе говоря, будуть фунншями 


я 


времени. Согласно $ 10 вторыя производныя этихъ разстоя 
Ш по времени предетавять касательныя уенореня или 
проето ускоренёя (ем. конецъ $ 10). прямолинейныхь дви- 
женй проекщй точки вдоль этихь осей. Рав—а (3} пока- 
зываютъ, что эти ускорешя равны проекщямъ полнаго 
ускорся на координатныя оси 

Примфчане 1. Такъ какъ всякую прнмую можно раз 
сматривать, какъ одну изъ коорлинатныхъ осей, то можво 
сказать, что ироекщёя познаю ускорешя на закую улодно овь 
фразна ускорению проекции точки на эту ось при демовении 
ея вдозь ови. 

Приифчане 2. Мы видфли, что &, у, © — коордиваты 
точки п’, чертящей годографъ, зыражаются черезъ коор- 
динаты движущейся точви х, у, 2 слёдующихь образомъ 


8 
= 
ву 
Т= а 
42 
= 


Ести движене точки задано 3-мя ур—Лями 
х=В @), у=Ь (0, 2=ь (9 
то согласно выштенаписаннымь рав—амъ 
1=6” ©, уф’, 5 (9. 

Исключивъ изъ этихъ трехъ уравненй время # полу- 
чииъ два уравневя, содержащёя лишь &, , © Эти два 
уравненя будутЪ уравненаями зодофрафа скоровти 'Такимъ 
образошъ, если даны 3 ур-Ч1я движешя точки, мы всегда 
моженъ опредёлить какая кривая будетъ годографонъ 
скорости. 


Аналитичесия выраженя для опредъяеня полнаго ускорешя 
по величин и направлению 


8 16. Обозначивъ угвы  составлиемые направлетемъ 
полнёго ускореншя еъ координатными осями черезь а, В 1 


8 — 


яя придерживаясь обозначенй предыдущихь 8$-овъ, моженъ 
написать 


а=ы 
1вв=ь 
137 = 


Воввьниая эти рав а въ квадратъ, складывая и имвя 
въ виду, что са + ©5283 + с; = 1. ваходимь 


РЕЕЧАЧЕ: 


откуда 
з=-ИЙ+ЬНЫ (1) 
Передь корнемъ ваятъ знакъ + въ виду того, что 
эта формула имБеть цфлью опредфлить лишь числовую 
величину }, направлене ке его определяется углами я В т, 
вычисляеными изъ раз—ъ 
х ыы 2 
ва= 83 =-^ «в т= @ 
3 7} 177 
Если движене задано 3—ня ур ями 
ЕН, у=Ь == 
то согласно только что доказанной теоремё 


4 
ЕЕ НО 
ау 
БЕ =ьО, Е 


472 
ва = | 

Сововувность формулъ (1), (2), (3) вполн% разрёшаеть 
волроеь объ опредфлеши } по величин и направлен: 
вычисливь по формулЁ (3) }х у, 2 по формулань 
(1) и (2) вайдень } иа, В, т. 

$ 17. Теорема. Проекйя полна ускорензя на касиинель- 
ную къ траектори равна касазнельному ({танленшальнону) 


. С} . 
ускорению точки а} ПРеекшя полнато ‘усморемёя на злавную 
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у? 
нормаль равна + (р радусь кривизны траекторт въ раз 


счатричаемомь положенаи движущеися точки). 

Если скорость точки въ положеши т есть У, а въ по 
ложеши п’, въ которомъ точка оказываетея спустя нёко- 
торый безконечно малый промежутокъ времени АБ дёлает- 
ея равной \”, то, поетроявъ по извёетному споеобу среднее 
полное ускореше 

ускоре (4\) 
2 = о 


и епроектировавь его на направлен!я касательной таТ и 
главной норизми шМ№М  найдемъ что проекщи эти еоотвВт 
етвенно равны 
де. 8 И, фр 01, 
(у — Уголь образуемый направтешенъ $, съ касатель 
ной шт). 
Обозначииь уголь между направленяии У и \ черегъ 
т Это будеть такъ называемый первый ‘ноль емелености. *) 
Очевидно, 
ИТАшШ= Иа = 
Итаь = ИЛи =у 
Изъ точки Б опу- 
стамъ на касательную 
з0Т перпендикуляръ, 
Илъ чертежа находим 
пе + ве = ше 
вли 
У-+(ДУ) 57 =У в, 
откуда 
(АУ) в ТЕУ ва-У 
Дьля обЪ части ра- 
зенства ва ДЕ и за 
иъняя е5ф черезъ 


1—2 эт? } ‚ получанъ 


=) Первымь злломь слежносии называется уголь, составияеный 
насательнымк 2 сосфинихь (беаконечно близкихь точекь кривой). 


У 2? 
ву), _ У-У 2 яв 
ме Ат 

или 
У-У ЗУ в 
вы м 
Обозначинь \’— У черезь А\*) и перепишенъ 
воелфднее раведство слБдующимъ образом 
$ 
, ВУ у $ 5 Ф 45 
ТУ 5 5 № 
2 


Полученное равенство возьмемт въ предл при 4=0 
При этомъ заивтимъ 


о я === 
(= “то ., 


еели черезъ } обозначить полное ускорете 


черезъ { — усоль, составляемый ]] еь кася- 
тельной, а черезъ  — проекцию } на каса- 
тельдую 
АУ ы 

ша (А ) — ©, 
АЕ ЛА 


2 |\=0 ы $=0 


*) ДУ-воть алебриическое прирыщене У То же иоличество 
будучи нависано въ екобкахь-—( Ду), изобрашаегь согивено наших. 
обовначеняьть —еометрическое прирьщеше У. 


(это соотношеше извфетно изъ приложешя 
дифференщальнаго исчисленя къ геометрии); 


Ве 


ИмВя все это въ виду изЪ вышенанисаннаго рав-—а 
находимъ, 


5 2% 
Первая засть теоремы доказана. 
Для доказательства второй части ея пишемъ 
ф = фу = мя ф 
или 
(ЗУ) шр = Ур 
Отсюда пифехъ 


АУ эф Ё 5 
< 2 ит БУХ . (=. 3. А). 
ЛЕ & Ф 45 м 
Взявъ ато равенство въ предёлВ при 4ё-=О на оено- 
ванн того что было сказано выше, получим 
Ут! 1 У № 
зу = — = — 
т в в 
Но узи] и есть проекшя ] на главную нормаль или 
нормальное увкореще. Обозначим его черезъ п. Итакъ, 


дм 
=> 


р 


что и требовалось доказать 

Примёчане. Нормальное ускореше будучи направлено 
по главной нормали, оказывается въ то же время направ- 
‚ленныйъ по ращтуеу кривизвы траектори къ центру круга 
кривизны. На этомъ основан его навываютъ также центро- 
эяпренийельнымь ускорещемь 


Аругя выраменя для опредфленшя полнаго уснорешя по 
величин и направлению. 


$ 8 Согласно только-что показанной теорен® 


=} ЧУ 
Аа 1 
у и) 

зв = м = А 


Возвышая эти равенства въ ьвадрать и складывая, 


получимъ 
а ы\ 2 
№ 
)+ (5) 
р 
откуда имя въ виду, что с*{ + зп ^{ = 1, находимъ 
Е Гау\ (уз \* 
|+). в 
Передъ корнемъ удерживаемь знакъ -- ‚ такъ какъ 


эта формула иметь цёлью опредфлить } лишь по велачин®. 


Направлене же } опредёляетея  угломъ 1, соетав- 
ляеиымъ имъ съ касательной. Для вычислещя этого угла 
можно воспользоватьен одной изъ елфдующихъ формуть 


В (вт) Яя = 


шт = 
в=т 8) 
= № 
ет= 


Формулы (2) и (3) могут также; какъ и фориулы 6 16, 
поелужить дая опредфлешя | по величинё я направлению. 


Нолное уснорейе въ ибкоторыхь частвыхь случаяхь 
движенгя точни. 
$ 19. Изъ формулы (2) прелыдущаго $ вытекаеть 
елБдующее, 


Т). Вь равномюрномь движени для котораго У = Сопзё 
я, слВдовательно, 
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= АМ 0 
7"щи- 
полное ускорене соотошть зищь ‘иль одною нормальнаю наи 
центуострелиинтельнаю убкоренёя награвленнато по ращуеу 
кривизны траскторм и равваго 
у 
р 
ПримЕръ. Бели точка движется равномфрно пс окруж 
ности рашуся г со скоростью У, то полное ускореше ея 
направлено по радусу къ центру окружности и равно 
у? 
7 7т 


=] = 
п 


11). Бель ди зжене равномьрное ивЪ 10 же время ярямо 
линейное ‚ ТО 


\ = Соли ЕТ до 
в < 
Сльдовательно 
ду У? 
== =0 _ = 
й 4 , в о 


Въ виду этого 
=0 
т. е. равночьрно прямолинойное движеще ме имтть усьоре- 
ия 
ТИ) Для всякато ирямолиненнаю двинеенья 
1 1 2 
о ы 


К ыъ = 

Поэтому в ярямолинейномь даижени можеть быть лишь 
одно касательное (или татенщальное) ускорене (называемое 
въ этонъ случа проето ускорен:еме), направленное по той же 
прямой, по чоторой движетсен точка. Это уекоренше равно 


ЧУ 
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Задачи для упраннени. 


9. Разетояюе между 2 городами 27 в Скорый пофздъ. 
проходитъэто равстояве съ средней скоростью 54. */«. Опре- 
дёлить наибольшую скорость пофада яъ пути, если из- 
вфетно, что нначалВ пофздъ движется равноускоренно, до- 
стигая наибольшей своей скорости въ 8 минл пробрётя 
эту скорость, дальше онъ движется равномрно; за 3 нин. 
до остановки позздъЪ начинаетъ убавлять ходъ двигаясь 
равнозамедленно. 

Отатть. У„„ = 60 */.. 

х10. Тяжелое тло упало еъ высоты 75 та. ОпреяФлить 
скорость его въ тоть моментъ, когда оно достигло земли 

Отерть. У == 38 36 т]. 

Замьчаще. Въ этой задачв а равно и во веЪхъ по 
слёдующихь, предполагается, что падеше (а также и под- 
няте вверхъ) тяжелато тВла проиеходить вь пустота. Со 
протввлеше воздуха не принимается во внямаве. 

х 11. Опредфлить, черезъ сколько секундъ тяжелое тЪло- 
достигнет земли, упавъ съ высоты 78 Ш 48 ев 

Отолтть. Е = 4". 

\12. Тяжелое тфло брошено кверху со скоростью 307/.,. 
Опредфлить, через» сколько секундъ оно упадетъ обратно. 

Отвьть. Е = 6,1 с. 

{3. Доказать, что, если тяжелое т®ло бросить кверху 
еъ изкоторою скоростью то, когда оно упадетъ обратно, 
скорость его въ моменть падеёя на землю будетъ равна. 
той екорости, съ которой оно было брошено ‘вверхъ. \ 
х.14. Тяжелое тёло брошено вверхъ и на высот8 50 т. 
инЪфло скорость 20 ®/, Оаредёлить, съ какой начальной. 
скоростью было оно брошено. 

Отетть. У, = 31,16 "//. 

Х15. ТЬло, двигаясь равновамедленно, пробЪгаеть 120 ла 
иъ 6 5с.; при чемъ скорость его къ концу пробёга умень- 
щается на 40 и), Опредфлить начельвую скорость тёла 

Ответить У, = 40 т 
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Х16. Скорость точни изиённется согласно закону У = 
И + № ®/. Опредфлить ереднее касательное ускореше 
за время. протекшее оть & = 8" до Е == 8", и касатель 
ное ускореше. соотвтетвующее послфднему моменту 
Отетть. ММ, = Заур; М = 128 
17. Точка движется согласно такому закону. еели 
скороеть выразить въ “/, ‚ а разетояшя въ ш, то во 
веяьй' моментъ численно У = 5. Опредёлить въ функщи 
времени касательное ускорене точки 
Отатть. МЕ т (е=2 171898) 
Х18 Дано $ = а15, { Найти Уи \ 
Отит уе Ма 
^19 Точка движется равном8рно по окружноети рад!- 
уса г, дёлая п оборотовъ въ минуту. Опредлить: 1) сред- 
нее полное ускореше, соотввтетвующее промежутку време 
ни, въ течене котораго точка пробЪгаеть 1/в часть онруж- 
ности; 2} полное ускореше для любого момента времени. 
Кромв того найти уравнене голографа скорости 


гп 


Оттть Пу= = 00 г’ 
2, 30 
2го 
== 00 #00 пы 


] направлено чо радусу къ центру окружлости 
3} Ур—® годографа скороети 


® . т 
ИЯ = а 6 = отт 


Годографомъ будетъ окружность радуса а 
20. Покоющаяся точка начинаетъ двигаться но окруж 
ности радуса г съ постояннымъ касательнымь ускорешемъ, 
а. Опредфлить: 1) среднее полное ускорене за время 1-го 
оборота; 2} полное ускореше въ конн этого оборота; 
3) координаты точки чертяшей годографт, скороети вЪ 
тоть моменть когда данная точкя описала дугу $ 
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Отатита, 1). = а З]=а Ут 4 62 126% 
га 


Движене тозки по окружности — равноускорениое. 


3. Е= — И?аб5 в 5 т = У: 


21 Годографъ скорости прямая, проходящая’ черезъ 
начало координатъ, Точка, чертящая годографъ, движетея 
равнонфрно го скороетью а. Найти траектор#о движущейся 
точки и опредфлить ея движене 


Отепать. Траектор!я точки совпадаеть съ годографомъ. 
скорости, движене ея — равноперемьнное съ 
‘ускоренемъ а. 

К22. Даны 3 ур движемя 
х=а + Е + се | 
У а Ба ее | 
ха + В + сё 
Найти } (величину и направлен). 


И 


и 


Отаьыть ) ау с уе 


23 Даны проении полнаго ускорешя на координат- 
ныя оси } 2а, } = 2а, ] = 12 БЕ. Опредълить екороеть 
х т В 
точки и найти уравнещя ея траектории. 


Отевть У = ЖИ 2 ыы 


Ур—ля траектории 
ы 


= 


24. "Точка движется по нругу радуса г Дано ея каса 


тельное усворене № = }.= ее Найти ея нормаль 


ное ускорене. 


а. 
Отвьть. } — рр 8 Ы 


25. Дано полное ускорене точки и проекше его на 
нормаль 


1=а, 1 азы 
Опредфлить скорость точки 
а 
Отвьть = 5 зп М 
Глава УП. 


Сложете движении (опредёленмя н общие четоды) 


Абсолютное, относительное и Иереносное движене 


920. Вь.3 уже 6 было упомянуто объ абсолютнонъ 
и порёновномь движений точки. Въ виду чрезвычайной 
важности этихъ понят механики раяберемт, ихъ ивеколько 
подробнфй, при чемъ добавимъ къ нимъ еще понят о 
зереносномь движение или движении влечешя. 

Ст, этою цфлЬю вообразииъ себ двухъ наблюдателей: 
одного, находящагося въ поко$;— другого, движущагося въ. 
пространств. Предположимъ, что оба наблюдателя слфдятЪ 
за движенеиь нЪкоторой точки и что въ распоряжени 
каждаго находится неизмённо с: нимъ связанная система 
прямоугольныхь координатяыхь осей. О движени точки 
наблюдатели составляютъ себ понятче, измыБряя коорди 
заты ея вЪ различные моменты времени —каждый по своей 
систем. 

Нетрудно понять что при такахъ уеловяхъ движене 
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точки, описанное первымъ наблюдателемъ, окажется совер- 
шенно другямъ по описано второго. Движеше, наблюдеи- 
ное первымъ, будетъ истиннымъ или абеодютенымь; движе- 
ще, обисанное вторымъ,—лишь кажущесся или, какъ гово 
рятъ, относительное. Отсюда становятся понятными едфлан- 
ныя выше опредфлевя этихъ движен!й, 

Демжене, наблюдаемое относительно неподвижныхь 
осей координить, называется абсолютнымь (истиннымь). 

Движене, наблюдаемое относительно осей, движущихся 
в5 иространстою называется отновительнымь (казпущимея) 

Сказанное о движеш я точки всецёло относится и къ движе- 
рю системы точек, т. е тьма. Нолиштие», впрочемъ, одфлать пе- 
большое разъяснеше по поводу отиосительнаго движеша тЬла, 
Если говорять объ отпосительномъ цвижени тёла А отяоситель- 
но тбла В, двивущагося въ пространетв®, то для лучшего унене- 
зн смысла этого выражена меобходимо представить себф наблю- 
дателя съ находящейся въ его распоряжеши, координатной сноте- 
мой, неязыФнно связанныхь съ тфломь В п выфстЬ съ нимъ док 
зкущихся въ пространетв®. Тогда движеше тёла А, отыёчонное на 
блюдьтелемъ по его систем, п будеть 10. что называють опшоси- 
тельнымь деизкендемь ттла А отиосшиеьно ттла В. 

Если вообразииъ, что точка неизиЪнно связана съ 
движущимися координатныхи осями и вуфст$ съ ними дви- 
жетея въ проетранстеЪ, то такое денжене точки св осями 
называетен яереноснымь или двнжещемь влеченя. 

Скорость и ускореше точки въ абсолютномъ, отиоси 
тельномь и переносвомъ двяжени условимея ради кратко 
сти называть абсолютной скоростью и ускорещемь отноги 
тельной скоростью в ускорешемь, переносной скорбетью в 
‘ускорешемь или скоростью ц ускорешемь влеченя. 

$21, Пояснимь теперь сказанное объ абсолютномъ 
относительном и перенесномь движеши соотв тетвующинь 
чертежемъ. 

Пусть 01, 9', 9) — прякоугольныя оси кординатъ 
неизмВнно связанныя съ наблюдетелемъ, помфшенномъ, напр , 
въ яхъ начал О и двяжущимея въ пространетвЪ; ОХ, ОУ 
027 —друмя ярямоугольныя оси, невзыВино связанныя еъ 
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наблюдателемъ, помвшающимся въ О и находящимся въ 
покоЪ. Предеоложимъ что первый наблюдатель, слфдя за. 
движущейся топкой и относя движеше ея къ своей сис- 
теив осей Оф. Су, 0”, вашелъ, что она описала траек- 
торпо ше, при чемь въ опред®ленные моменты времени # 
2.1". Е"... занимала на этой траекторм положеши т, а, 
Ъ, с... Кривая шс и будеть траекторей относительнаго 
движеня точки Ее можно считать неизмВнно связавной съ 
наб пюдателемь и его осями 9%, От, 0”. 


Но ‘наблюдатель, елБдя за движенемъ точки, самъ 
перем шаетея въ пространств выфетф съ своими осями и 
траекторей пс. Пусть ©, О’, 9", 9"... положения, зави 
маеныя инъ въ моменты %, 1", {", {".._.; положешя траек- 
торм въэтимоменты пусть будуть пе, п’с', ше", тс”. 
при ченъ ши", а", с’.утай, а", Би, "ща "с"... 
суть подожешя точекъ т, а, Б, с... при различныхь поло 
женнхъ траекторм шс. При двяжени ея онё описываютъ 
кривыя, изображенныя пунктиромъ, которыя и предетавятъ 
собой траектори этихь точекъ въ переноеномъ движени 
ихъ вифеть съ осями 


‚ 
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Очевидно, истинныя положешя движущейся точьи въ 
моменты $ 1, #", №"... будуть п, а, Ъ", с"... Веё ови 
расположены на непрерывной кривой 116”, описываемой 
точкой, которая и будеть траекторей абеолютнаго движе- 
в!я. Наблюдатель, помъшенный въ О и относяный движе- 
не къ неподвижнымь осямъ ОХ ОУ ОХ, увидитъ, что 


точка движется по пас". 


Такимъ образомъ результатом относительнато движе- 
ния точки по 01 и переноснаго вифетв съ осями явилось 


абсолютное движенше ся по Ис". 


Понате 0 сломномъ движени и его составляющих 0 сложе- 
жи и разложени движенй. 


$ 99. Белибъ оеи ОХ, ОУ, 07 ль свою очередь дви 
гались въ пространств®, то 01С” была бы траекторей от- 
носительнаго движещя точки по отношеню къ этимъ осямъ. 
Траекторн же абсолютнаго движешя ея могла бы быть 
найдена, напр., на основашн тЬхъ же соображенй, которыя 
повели къ опредфленно 116”, еелибъ только было извЪег 
но движене влечешя осей ОХ, ОУ, 07. 

Вопроеъ еще боле осложнилея--бъ, еслибъ оси ОХ 
Оу, ОЁ днигались отноеительно нфкоторыхь другихь осей 
0'Х', ОУ', 027, а эти послфдыя также не оставались въ 
цоков 


Отеюда видно наеколько зажно и необходимо ука- 
зать, если возможно, вЪкоторыя обшия правила, елЁдуя 
которымъ можно было бы опредфлять истинное (абсолют- 
ное) движене точки, зная ея относительное и переноенае 
движении или, говоря вообще зная всф движешя, въ ко 
торыхъ она участвуетъ- 


Задача объ опредфлеви абсолютнаго движания-во дая- 
нымъ движенямъ въ которыхъ учаетвуеть точка, назы- 
вается сложещемь движений, 


При рёшенн этой задачи абсолютное движеню назы- 


— м — 


ваютъ еще сюжнымхю мы составиымь. прошя же дваже- 
я (отвосительюе, неревоеное и вообще всё друйя) навы- 
ваютъ составляющими чаи слелаетыми. 

Обратная задача—объ опредфлени слагаемыхъ движе- 
нй по данному абеолютпому— называется раззожещемь ден- 
ее й. 

При рЬшев!и вопросов, касающихея еложешя и раз- 
ложешя движешй, выфето того, чтобы говорить: „течка 
движется по траектори согласно такому-то закону; оси 
92, 9%, 95, къ которым» отнесена траекторя, движутся 
по также данному занону отноеительна осей ОХ, ОУ, 07, 
которыя въ свою очередь движутся относительно нзкото- 
рыхъ друтихъ осей... н т. д.“ — принято ради краткоети 
р’чи выражаться такъ: „точка обладаеть двумя, тремя и 
т д. движешями или точна участвусть въ двухъ, трехъ 
ит д. движешяхь*. 

Выражевя, конечно, — убловныя, такт, кекъ точка 
можеть нибть вть данный моменгъ вромеви лишь одно дви- 
жеше—-абеолютное, ио тЬмъ не менфе смыслъ этихъ выра- 
жешй хорошо понятен. 

Занфтимъ между прочимъ, что въ природё мы совер 
евво не ‘имфемъ возможности наблюдать абеолютныхь 
движенй, такъ какъ всякое движеше, отибчаеное нами, 
есть лишь относительное, благодаря движению земли (во- 
круг своей оси и вокругъ солнца), въ которомъ ны не- 
зависимо отъ нашей воли принимаемъ участе. Не смотря 
на ато. изелздуя въ механикф эти движетя, недоступныя 
нашему пепосредственному наблюдению, мы все-таки легко 
ихъ себЪ предстазляемъ. 


Обици аналитичесвй методъ опредфленя абсолютнаго движе 
ня (по данному относительному и переносному). 
$ 23. Укажемъ теперь общ авалитичесый методт, 
при помощи котораго можно было бы опредлять абеолютное: 
дважене точки, еели извВетны ея относительное и пере- 
носное движеня 
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Пусть дано относительное движеше точки, для чего 
указаны вЪ функщи времени координаты ея относительно 
осей Е, От, 95, движущихся въ пространетв® — 


250 | 
1=%0 [0 
= { 


_Переносное движеше точки  вифстВ съ осями ©, 8 95, 


предположимъ, опредфлено тёмъ чте даны въ фувкии 
времени; 


1] координаты начала © относительно неподвижной 
системы ОХ ОУ 07 


х, = ЕЁ () | 
Е, ©) 
= Е, ® 


опредфляюцие направлете осей 9., 


к 
[ 


2) углы губ 


(3) 


— 4} — 


Эти углы получаются такамъ образомъ. Черевъ начало О не 
подвишныхь осей проведемъирямыя 05", уу, 0", пвраляельныя ©, 
Эт, 0%. Пусть ОА будеть лишей пересфченая плосвомей ХОУ 
в РО". Тотдьф — воть Д(0Х, 04), ф — И (0,04) яв — 
уголь между плоскостями ХОУ и 20%’ пли между перненци 
кулирами къ нимъ, т.е, / 70 5'. Нетрудно сообравять, 410 эти 
углы вполн® опредфашють направлеше прямыхь 0’, у’, 02, в, 
сльдовалельно, и параллельныхь имъ осей 05, 93, 9. 

Зная эти углы, по извфетнымь изъ аналитической ге 
ометри формуламъ Эйлера можно вычислить косинуеы уг 
лов составляемыхь подвижаыми осный съ ноподвижными, 

Съ этой цфлью обозначимъ косинуеы угловъ, образуе- 
мыхь направленяни 92, 5, 95 съ осью ОХ, черезъ а, Б, с,— 
косинусы угловъ, составляемыхь тфми же прямыми съ осью 
ОУ, — черезъ а,. БС, а съ.0вы0 ОЙ — черезь а„,Ъ, с, 
Приняв» эти обозначен, ло формулам» Эйлера находим 


а= 230089 30500 с80 
Ь— — 5230$ — 310031 50 
с= 5930 
3096$ + сз 950 2 с5 0 
Ь,=--з0 950 + с39 $ 59 &) 
с =— 032306 
а.= 31798 
= 23508 
с,= с30 


ЗВычиеливъ при помощи этихъ равенствъ всф 9 косинусовъ 
по формуламъ перехода оть одной еистемы осей къ другои 
даваемыхъ аналитической геометрией, инвемь 


хх, а + 1+ 5% } 
= + а + Бу + < (2) 
ра На + В+ } 


Послвдыя равенства я могуть послужить для вычис- 
лешя х + 2— аббомютныхь координата движущевся точки 


аа — 


по даннымъ отноеительнымъ координатамъ &, т, Ё в зле- 


ментамъ, опредБяяющимъ переносное движене, 

Такинъ образомъ всегда возможно опредВлитъ абео 
лютное дзиженще точки, еели задаяы аяалитическя ея от 
ноесительное и переносное движен Я. 

Приифчаще. Какъ извЪетно изъ аналитической гео- 
нетри, между косинусами угловъ, составляемыхь осями 
ОЕ. От, 97 въ ОХ, Оу, ОР, существуютъ слёдующёя ео- 
отношения` 

а ам 

ыыы = 
ефача= 
аб На, + а, 
ас + ас, + а,с, 
Бе + Вс, БС, =0 


1 
1 
1 
о (6) 
р) 


или заифняющя ихъ: 


вые =т 
иные =1 
м+ы+а=1 


аа, БЫ, + сс, = 0 @) 
аа, БЫ, + с, = 0 
да Ь, + с, = 0 


Изъ равенствь (6) можно получить равенства {/} и изобо 
ротъ. 

Отеюда яспо, что, велибъ выфото того, эхобы задать 0 ф, 6, 
мы поменази задать углы. составляемые подвижнымя осями съ 
неподвиицыхи, 10 изъ 9 угловъ, коснвусы которыхь свяезны равев- 
ствами (6) или замфинющими их равопотнамя (7), произвольно за- 
дать можно было бы лишь 3; остальные же 6 опредёлиютоя указан 
выма равенствами, 


Причина, почему прт задан й усновь оыло отдано предпочте- 
не $. ф в В, заключается въ тоыъ, что восивувы вобхь 9 угловь 
зырьжаюлся ращонельно черег» сширом в посинусы ф, фи 6; 
въ то времн вакь ири задам 3 изъ’ упомднутыхь угловь для 


косннусовь остальныхь 6 ве могли бы быть получены изъ рав-ъ 
{6) или (1) ращовальный выраженя 
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Общ аналитически методъ опредфленшя относительнаго дви 
женя (по даннему абсолютному и переносному). 


$ 24, Предположимъ, что даны въ функии времени 
1) абболютныя координаты х, у} 2 двитущейсн точки 


х=Ь | 
=. и) 
=1 (9 } 


2) элемепты, опредфляюнцце переносное движене точки 
выБетв съ осями 95, Фу, Ол, т, е.. координаты начала О 


и углы <, $, ®, опредфляющ направлеше осей, — 
углы ф, 1,0, обр 


ЕЁ) | 
Е, (п () 

Е, | 

=+*0 | 
=Ф, 0 {3) 

0=%0 } 


Чтобы найти но этимъ даннымъ относительныя коор 
динаты точки $, 7,7, иоетувимь такт. 

Прежде всего по приведеннымъ въ прелыдущ. $ фор 
муламъ Эйлера вычислимъ 9 носияусов'ь угловъ, составляеныхь 
9%, От, 95 съ ОХ, 0У, ОР, Затфиь 1-0е наъ равенетвъ 
{5} предыдущ, $ умножимь па а второе на а, третье на а, 
и сложимъ выфет$. 

Лолучинъ 

ах ау + а. = ат, Налу, аи, + (2 + а + #4) + 

+ 6 + а,6, + аБул + (с Нас, + ас) 5 

Но согласно 1-му, 4-му и 5-му изъ рав. (6} предыдун 
$ видно, что коэффищенть при Ё въ поелфднемь ур 
равень 1 а коэффищенты приз) и Г равны О Въ виду этого 
имфемъ 

ах а; + а.2 = ах, ау, фах, +7 
эткуда ` 
а +ыь( Уча 2) 
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Аналогично этому, умвожая рав—а (5) послБдовательно 
на Ъ, Ь,, Ь,, затВмъ на с с, с, и дьйствуя далфе подобно: 
предыдущему, найдем 

пе +ьо-ю+ье- =) 
Е =С-х а у +5) 

Таким образомъ для относительныхь координать дви- 
зжущейся точки полузаемъ тая выраженя: 

Е жаб р-х,) фа, (у —уУ,) + а, (& — 2) 
ТЕБЕ а ть -2) @) 
БЕС чб + @ =) 


у Нёкоторыя замбчаня и обобщеня нъ $35 23 и 24 


$25 Въ предыдущихь двухь &$—ахъ были указаны 
обнун схемы рёшешя вопросовъ объ опредфлени абеолют- 
наго и относительнаго движенй. Найдя во форы. (5} $ 28 
и фор. (4) $24 абеолютпыя и относительный координаты 
эъ функши времени ны тёмъ санымъ вполнё опредёлили 
оба эти движеня, 


Найдя напр 
210 | 
120 | @) 
=Ь0 


и шелая вычислить скорость и полное ускорешю относитольнаго, 


движевзя, мы должвы были бы ваять первыли вторыя прочзводвые, 


съ Ща 


а: 4 г" 
Ел [1 а =л ® 
4 9. „ 
г =л.® а =" 
« а 


, 
= де = Л" 


—4 


Эти пронзводныя будуть равыы проенц ямъ скорости в полнаго 
ускоревы а осн Е, ОЗ, 9%, т. в, 
У у, Ал 


вычисливЪ которыя, уже нетрудно по форм. (1) и (2) $81 (и 
{2) $ 16 опредьлить У п ] по величияь и явправленю. Келебъ 
сверкь того мы пожелали получить еще ураввевы праокторм 
отвосительнато движения, то для отого достаточно было бы неъ 
ур-—# (1) ноключить времл. Озовомт, ве обстоятельства отноеи- 
тельнаго дзижевн легко опредёляются, олфдуя общимъ правпламъ, 
изложеннымъ въ предыдущих главахь. 

То же самое отноентся, конечно, инъ збсолютному движенню 


Ю 


Но общёй методъ сложешя 2 движений, указанный въ 
$ 23, можеть быть распространенъ и на какое угодно чис- 
ло складываемыхъ движенй, для чего, очевидно, достаточ- 
но было бы поступать такъ: сложить 2 движешя; получен- 
пое сложное движене (которое при сложеши можно вре- 
менно считать за абеолютное) сложить со слфдующимъ (раз- 
сматривая его при этомъ сложеши уже какъ отвоситель- 
ное); полученнае новое сложное движеше сосдинить сл» елЬ- 
дующинъ дилфе и продолжать это послёдевательное сло- 
жене ло тВхъ поръ, пока ни будуть приняты во внима 
ве вс заданныя слагаемыя движения. 

Таковъ обинй ходъ рЫшешя задачи о сложени дви- 
жен. Но атотъ методъ, простой въ идейномъ отношенм, 
сопровождается довольно длинными и утонительными вы 
кладками. Поэтому болфе практично, не отказываясь отъ 
него какъ отъ общей схены, снотря на него какъ на глав- 
ную руководящую нить при рёшени вопросовъ такото рода, — 
ТБмъ не менфе, гдф возможно, пользоваться тфии прос- 
тыми соотношенями нежду элементами сложнаго и состав- 
ляющихъ дваженй, которыя мы вриводимъ ниже 

При этомъ въ цёляхь возможной простоты мы огра 
ничимся форкулировашемъ и ‘доказательствомь ихъ лишь 
для того случая, когда траекторя отноеительнаго движе- 
мя точки выфеть съ подвижными осями 98, Оч, ©, съ 
которыйи она предполагается неизифнно связанной лви 
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жется поступательно. Подъ постунательнямь деженемь 
эпраектори мы подразумфваемт такое, когда всякая хор 
да, соециняющая 2 произвольныя точки ея, при движени 
остается себ параллельной. 

При томт, когда число елагаемыхь движенй болве 
двухь, мы будемъ предполагать, что траектории частныхь 
сложныхъ  движенш, получающихея при посл®дователь 
номъ еложеши, также движутся поступательно. 

Прииёчане. При поетупательномь движеши траектори 
съ осями 92, От, 9 углы $, $, @ остаютея ностоян- 
ными, поэтому постоянны и коэффищенты а, В, в.а, В ©, 
а„, бе, въ форм. (5) 8 23 и форм. (4) $ 24. 


Глава УН!. 
Сломеше перемфщенй, 


1). Случай 2 движенй. 
$ 26. Теорема. Хорда истиннаю перемтиценя точки 
участвующей въ 2 движевить, изображцетея по величинь и 
направленно довалью параллелорамми. построенноло на 
хордахь составляющихь перемьщенй. 


Пусть точка движется по нфкоторой кривой п \, кото 
рая въ свою очерель движется поступательно, при чезъ 
конелъ ея та описываетъ кривую шВ. Если въ нфкоторые 
моменты времени Е и ® точка занимаеть положешя ш и А 
на своей траекторги, а сама 
траекторя переходить изъ 
положения тА въ ВС, и 
если кромв. того ВиСсуть 
положешя точекь ши А 
й] при новонъ положени тра 

ектори, такъ что 
хорда тА + хордь ВС, ..(1) 


то очевидно, истинное положеше точки, соотв тетвующее 


‚ 
моменту ® есть С. Точка оказывается вт, этомъ положени 
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описавъ нЪкоторую кривую шС которая и будетъ траек 
торей абеолютнаго движешя. Соединивъ точки ши В 
АнС прямыми, убЪжлаенся на основан соотношеня (1; 
что фвгура шАСВ—параллелограмит, что и требовалось 
доказать. 

Изъ сказаннаго видно, что яоложене точьи во всяки 
‚моменть опредъьляетел вершиной*) параллелорамиа, построен- 
зело на пордажь сооставляющить перемьщений. 

Это обетоятельство даетъ возможность построить тра- 
екторю абеолютнаго движешя по точкам, если извВегны 
законы движешя точки тп по шА и таВ. 


ПП). Саучам ннонить двизеений. 


$ 27 Еслибы точка участвовала въ 3 движешяхь (не 
въ одной плоскости), то, сложивъ сначала по только что 
указанному епоеобу перемыцеея 2 движенй, для получе я 
‚абсолютнаго перемфщевя намъ осталось бы сложить полу- 
ченное При этомъ сложное перемфщензе съ оставшимся еще 
третьинт. переивщешенъ. Выполнивъ это послёднее сложе- 
не, мы убЪдились бы, что хорда истинное перемищеня 
зночка, участвующей въ 3 движренёяхь (не въ одной плоскости), 
ззображается по авличинь и направлено дкиональю па 
аллеленинеда, поетроениело на тордать составляющить пе- 
‘ремьщеня. Откуда сл6дуеть, что положене точь во веякй 
‚ломенть опредьалется вершиной этою паралаелелинедо. 

Точно также, еслибъ точка обладала вообще многими 
движешями, примфняя тоть же самый методъ послздова 
‘тельнаго сложен я, мы пришли бы къ выводу, что в случаь 
‚мномить движенй хорда иотиизино перемтценя точки изв- 
бражаетеся по величинь и направлению замыкающен нову 
зозьника, друпя стороны которо равны и параллельны 
торбамь составляющихь перемтищенй. Положеще звочки во 
всякие моменте опредпляется концомь этои замыкающей- 

Приифчане. Если опредфляя истинныя переифщеня 
‘точки за разные промежутки времени, мы найден что 


@) Какой именно вершвнов —считавих понатным». 
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многоугольнант, построенный на хордахь перем щен, для 
нвкоторыхъ моментовъ оказывается замкнутымъ,—это зна- 
чить, что въ эти моменты точка возвращалась въ свое 
первоначальное положеше. Если же многоутольнякъ ока- 
зывается замкнутым для вобхъ моментовъ, то это значить, 
что точка за все это время пребывала въ поко$. 


Причтрь Точка участвуетъ въ 4 движешяхь; по ША. 
В, тС, шр Найти хорду ея истиннаго перемфщеня за 
нфкоторый опредВленный промежутокъ зремени, ебли из- 
вЪъетно, что точка въ течене этого времени, двигаясь по 
каждой изъ траектор!й по соотьфтствующему закону, могла. 
бы изъ положеня п1 притти въ положешя А, В, С, О. 

Участе точки въ 4 движеншяхь можемъ уяснить себЪ. 
такъ. Точка движется по тА. Кривая юзА также движется, 
описывая концомъ своимъ п 
траекторю В. Результа 
тонъ леренфщенй по шА. 
и ШВ является сложное 
перемене, хорда кото- 
раго В, есть дагональ 
параллелограима тА В, В 
Траекторя щВ, въ свою. 
очередь движется въ про 
сграиств®, при чемъ конецъ 
ея п чертить кривую 120. Въ результат — перемфшене 
съ хордой тС,, равной дагонали параллелограмма В, С, С. 
Кривая тС,, перемёшаясь описываегь концонъ в кри- 
вую п. Благодаря этому, точка движется по траекторя 
пЮ),, которая и будеть траевтор!ей абеолютнаго двезженя, 
Хорда тП,, будучи магональю пораллелограима лаб, О, О, 
является въ то же время замыкающей иногоугольняка 
мА В, С, 0, 

Замтмане. При этомъ согласно сказанному въ конц 
$ 25 предполагается, что кривыя тА, шВу; таС, движутся 
воступательно, такъ какъ при иныхъ условихъ. теоремы 
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параллелограмиа, параллелепипеда и многоугольника пере- 
иъщенй не имфють м8ста. 
Глава ПХ. 
Сложен  сноростей. 
Т Случаи 9 джей 


$ 28 Теорема. Абоолютная скорость выражается по 
величинь и направлению динональю параляелорамма, чо- 
строенназо на относительной и переносной скоростять. 

Пусть точка нъ течеше безконечно малаго проиежутка. 
времени ДЁ перенфщается изъ т въ А по траектории евоего 
относительнаго движеня; въ то же время траекторя, дви- 
гаясь поступательно, описываетъ конпомъ т кризую мВ 

Истинное положеше точки по истечени времени АЁ 
какъ мы уже знаемъ, опредёлится вершиной С параллело- 
грамма, постраеннаго на хордахъ шА, В 

Нродолжимъ отрёзки шА шВ, @С и отложииъ на 
НИХЪ ДЛВЕЫ 

мВ т 

бедро п == Е” 

Нетрудно сообразить изъ 
чертежа, что, если соеди- 
нить ис сиЪ т 
получииъ параллелограмиъ, 
та’е' 5’, подобный АСВ 

Вообразииъ теперь, что 
А! неограниченно прибли- 
жаетен къ О. Тогда точки 
А иВ будуть приближаться къ т и въ предьль, когда А 
обратятся въ О, онф совпадуть съ ш. При этомъ евкупия 
та’, т’ шс’ обратятея въ каеательныя та, и, ше. При 
вефбхь значефнхъ Аь, каковы бы они ни была, фигура 
по’с’Ъ’ — параллелограмиъ. Поэтому и въ предфлё при 
АЕ=О, обратившись въ тасЪ, она останется параллело- 
трамномъ. Но посмотрамъ, чему равны отр8аки та, пф, лс, 
представляющие собой предёлы отрёаковъ пе’, а’, пс" 


о 


предварительно только обозначимъ относительную скорость 
лерезъ У, переносную черезъ У,, лбсолютную—черезь У 
Согласно сказанному имфемъ 


А] 
ша = тыщи) = и (:} = 
= А! 


ПодоСнымь же образомь найдемть 
ть 
ше 

Итакъ, вилимъ что \ есть Метональ параллелограмма. 

поетроенваго на \У, и \,, что и требовалоеь доказать. 

Примёчане 1. Разсматривая У какЪ замыкающую тре 

угольника шЬс, котораго друмя 2 стороны Бе и т равны 
У, и \, эту теорему форнулирують такъ. 

Абсолютная скорость равна зеометрическом сути отно- 

сительной и переносной скоростей. 

Это ножнно изобразить символичеекимь равепствомъ 

(У) = 0+ С 
Отсюда слфдустъ, что 
(0 = 0 - ©.) = 0+ С\%.), 

т. е., отновительная скорость равна геометрической разнос- 
ти абеолютной и переносной скорости иди относительная 
скорость равна звометримеской сумм абсолютной скорости 
# переносной, взятой вь противоположеномь направлен 

РБослднимъ обетоятельствомъ часто пользуются при 
рёшени веякаго рода задачь на опредблене относитель 
ной скорости, 

Прияёчаше 2. Мы доказали теорему для случая посту- 

пательнаго движешя траекторм. Она остается справедли- 
вой и при веякомъ иномъ движений траектори (*) 


{=} Интересующихся доказытольствомь ся ддя танихь случаев 
отеылвемь КЪ внигЬ |. Сомова „Рещональчен мохиника“. Часть 


Тор & 9 
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П) Олучен мнотть движении 


$ 39. Умвя опредвлять скорость сложнаго движеня 
въ случа, если точка участвуеть въ 2 движешяхь, не- 
трудно уже, примфняя методъ послфдовательнато сложешя, 
опредфлить эту скорость и въ случаЪ, когда число еостив- 
ляющихь движенй болфе 2 Очевидно, при этомъ мы не 
мипуемо придемъ къ тсоремамъ параллелеципеда и много- 
угольвика скоростей, т. е., что 

въ случаь 3 движений (не въ одной плоскости) скорость 
сложвмало двиожешя выражается по величинь и направленио 
дёиональю паралмеленитеда, построеннао на скоростять сла 
заемыть деноюенёй; 

въ суча инометь движении скорость сложно движенья 
выражается по величин и направлено замыкающей мною- 
зпольника, друйл стороны которою равны ч параллельны 
скоростямь составаяющить двизеение, 

Это можно изобразить символическимь равенствомъ 


=) + +. +0 =Я 0 


дналитичесвя выраженя для опредфлемя снорости слощнаго 


двищен!я. 
830 Г) ВъелучаЪ сложения 2 скоростей имемъ изъ чертежа 
У, _\, У У 


У=У: + 1—2, А, 68 (180°— $) = 
= + У% + 2\.У$? 


Откуда 
УЕЧИ У У 2, во (1) 
У, 
ва = дла 
у @ 
зп 8 = у 


Передъ корнемъ удержавъ знакъ +, такъ какъ фор- 
мула (1) опредфляеть лишь величину \, направлен же У 
‘опредфляется углами хи В вызисляемыми изъ рав (2) 
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1. Въ елучав сложетя 8 взаинно-перпендикулярныхь 
скоростей, —принимая во внимаше теорему параллелепипеда. 
скоростей, можемъ написать 


УЕИМ М (3) 
ва = у | 

4) 

= 8 
вт - № 


По фори (3) можно вычиелить 
У, а по фори (4)—углы а В Т опредфляюще ея ва- 
правлене. 

1). Въ случав сложешя вообще многихь скоростей 
(сюда же относинъ и сложеше $ че взаиино-перпендику- 
лярныхъ) пользуясь извфетной тооремой аналитической 
геометрии, что проек- 
ця замыкающей ино- 
гоугольника на какую 
угодно ось равна ал- 
гебраической — суммВ 
проскшй оетальныхъ 
сторонъ  многоуголь- 
ника на ту же ось, 
найдемъ, обозначивъ 
углы, — составляемые 
налравлешями скерое- 
тей съ осями координать черезъь а, 3, у съ соотвЪт- 
ствукяцими указателями, 


Усвя => У а 
| 


УВ =У М, 83 }.. (5) 


_5- 


Возвышая эти равонетва въ квадрать и сьтадыван 
чтолузимъ. 


= оу 2 
х(гачьйаной ) = ( У, ==) + ( Ум, «8 + 
= 


п В 
+ 6 У, ей) 
или принимая во внимане, что какт извфетно 
ста В ей = | 
будемъ имфть окончательно 


У=+ У (5% «+ (5 =#) + (я) м 


= 


Для опредфлешя ваправлешя У могутт послужить 
‘рав а (5). Изъ нихъ находимъ 


ХУ, ва 


сза 


Ю 


() 


сз} 


< = 


Но этимъ формулам можно вычислить х 3 т, опре 
дфливъ предварительно по форм. (6)-У. 

Приифчане. Какъ видимъ, выраженя для опредзлешя 
У по величинВ и направлению во вебхъ возножныхь елу- 
чаяхъ получились т$ же, которыя указываются въ стативЪ 
для опредфлешя по величин» и направленио равнодЪй- 
ствующей сходящихся еилъ. Это являетея логическинъ 
слфдетыемъ того, что правила сложена скоростей (теоремы 
параллелограмма, паралледепицеда, многоугольника) тБ же 
что и правила сложеншя сходящихся силь а потому по- 
чятно и результаты ихъ принфнешя оказались оди- 
наковыми 
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Глава Х. 
бложене  ускорени. 
Т. Случай 8 движети. 


$31. Теорема. 1бсолютное полное ускоренте выражается по. 
ведичинь в направлению делональю параллелорамма, постро- 
еннао на относитедьномь и переносномь полныть ускорещять 


Пусть относительная и переносная скорости точки въ 
вфкоторый моментъ равны У, и \,, а спустя время Д& дё 
лаютея равными У, и \,. Отложивь послфдовательно, 
какъ указано на чертежь, У, и У, также У, и Уи 
соединивъ прямыми точки ши А, миВ, получимъ отр$аки 
ША вшВ которые, будучи равны геометрическимь суммамъ 


(шА) = (\,) + (№), 

(вв) = (У,} + 
предетавятъ собой абеолютныя скорости точки У и У 
для разсматриваемыхъ номентовъ времени. Соединивъ А и В, 
Е и 0, получимь геометричеея приращеня скоростей 
Ун\, те (АУ) и (АУ,). Если теперь черезъ точки 


Аир проведемь АС || ЕЁ 
в ОСТ ЕА, то получимъ 


х параллелограммъ АСЕ, изъ 
й котораго видимъ, что 

Н Аб. (АУ), СУ, 
ВЫ Соединивь же С и В, 
# 


получииь геометрическое 
приращене \,, т.е. (АУ, 

Построимъ теперь при 
точкв ш треугольнакъиас у, 
подобный треугольнику 
АСВ, стороны котораго’ от- 
носились быдеь соотв тетву- 
зющинъ сторонань АДАСВ, 
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какъ1 ; Де (*). Тогда, обозначивь среднёя полныя ускорешя 
абсонютнаго, относительнаго и переноснаго движенй че- 
рез д, ‚> ф,.' ПОЛучимь 


Ав _ (АУ) 
и мою 
А6 (АУ) 

т ити 
св (АУ) — 
6 = Бик: », 


Предположимь геперь, что пронежутокъ времени ДЁ, 
въ течене котораго произошло указанное измБнеше ско- 
ростей, неограниченно убываеть до О. Въ предфлЪф, когда. 
АЕ обратится въ О треугольникъ пю’Б’ обратится въ 
А-—къ пФ, стороны котораго предетавятъ предфлы сто 
ронъ А—ка ше’ и потому будутъ равны 


лип (шь = ва (.) 

ло К 

| (те) = Ш (...) = 
м=0 "7 А=О 


ф = (%) = № (. ) =» 
'А=0 У =о | 


за 


П 


В 
| 


Дополнявь А—къ ШБ до параллелограмма тс 
убВдинся въ справедливости теоремы. 


Примфчане 1. Теорему можно формулировать и такъ 
@боочютное полное ускореше равно зеометрическом суммь 
{*) Для построевя такого А — ва достаточно провести че 
резь точву ш прямую шЬ’ | АВ и отложеть на шей длину 
АВ 
ть = дру вать червь ши Ь провости прамыи, перавезь- 
ныя АС и ВС. 
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относительного и переносназо полныхь ускоренй, что чожно 
изобразить равенетвомъ 
(1) = 6) + @&) 

Приифчаню 2 Въ случаЪ, если траекторья отиоситель- 
наго движешя движется не постулательно, эта теорема, 
говоря‘ вообще, не справедлива, такъ кактъ тогда полное 
Ускореше абсолютнаго движешя оказывается геометрической 
суммой не 2, а 3 векторовъ. 


7]. баучай мноиаь движений 


$ 32 Принзняя методъ послёдовательнаго сложешя 
подобно тону, какъ это было сдфлано при сложени еко- 
роетей, мы придемь къ заключенио, чте 

65 случа 3 движенйй (не въ одном плосковти) полное 
эскореще сложна» @визенн выражается по величинь и 
‘направаенно дипональю параллеленииеда, построенного на 
полныхь ускоремять составаяющить движений 

65 случаю мнотить движенй полное ускореше выразжает- 
ся то величинь и направлено замыкающей мноюуольнака» 
Фруйл стороны которого равны и параллельны полнымь уско 
фещямь слезаемыль движенй. 

Прииёчане. Иначе говоря, яолное ускореме сложно 
деиженя равно зеометрической суммь полныхь уекоренй 
составляющихь двнжен, т. е., 


(0) =0) +0 +. + 6) = 0) 


Аналитичесня выражешя для опредфленя полнаго ускорения 
сложнаго движения. 


8 33 Такъ какъ сложеше ускорешй совершается по 
ТЁмъ же правиламъ, что и сложене скоростей, то для на 
хождешя аналитичеекихь выражен, опредфляющихь пол- 
ное ускореше сложиаго дважешя, надо лишь въ форм $ 30 
замфнать букву \У буквой ]. Тогда получинъ 

1} въ слузаВ сложетя 2 ускоревй— 


ЕИНЕ+Ь Се о 0) 


(2) 


11) въ случа сложешя 8 взаимно-перпендикулярвыхь 
ускоренй — 


ЗЕЗИ ЙА ®) 
я = Л. 
‚| 
в3=® @) 
:| 
№ 
1 


1) въ случав сложейя многихъ ускоренй (еюда же 
относится и сложсше 3 не взаимно-перпендикулярныхь 
ускоренй)— 


ре (ря бояны 


А ва 
И 


а 
й 


евт= Г 
Примфчане. дих, В, | съ соотвётетвующини указа- 
телями инфютъ значеше, аналогичное тому, какое они 
инфють въ форм 8 30. 
\ Разлещене движенй 


$ 34 Зная правила еложешя движешй нетрудно въ 
каждомь отдфльномъ. елуча $ сообразить, какъ надо ноету 
пать при решения обратной задачи, а потому вадъ этинъ 
хопроеомь особенно останавливаться мы ве будемт, 
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Заиётимь между прочимь, что въ $ 24 и примч. къ 
$ 38 были указаны соображеня, которыя иогутъ привести 
къ рёщенйо одной изъ наиболфе часто ветрфчаемыхъ за- 
дазь на разложеше движен, именно, задачи о нахождени 
этементовъ относительнаго двизжея, 


Задачи для упрамненй, 


Хх 26. Прямая движется постунательно; одна изъ точекъ 
ея перемфщается пе другой неподвижной прямой, —состав- 
ляющей съ ней уголь въ 45°,— равномрно со скоростью 
4=/„ По перем щающейся пряной движется точна съ по- 
стояннымъ уекорещемъ 10 */„?. Скорость ея въ момевтъ 
переефчензя неподвижной прямой равна О. Найти траекто 
рю абсолютнаго движешя точки, опредёлить его скорость 
и полное ускорене въ любой моменть времени а также 
составить ур--е годографа скорости. 

Отвьть ИПринявъ ту точку пространства, съ кото 
рой совпадаетъ движущаяся точка въ моментъ, когда ея 
относительная скорость равна О, за начало неподвижныхь 
овей ОХ, ОУ; проведя ихъ такъ, чтобы ОХ еовнала еъ 
‘еподвижной прямой, а плоскость ХОУ заключала въ себЪ 

вижущуюся прямую, найдемь. 
1) уравнеше траектора 


(5) — 32Узу=о (парабола) 
У =ЗИф т юз 58; 
3} = 10*) 


Замичане. } равно по величин и солпах 
даетъ по направленю съ ускорешемъ относи 
тельнаго двйжешя точки но прязой. 

4) уравнеше годографа скорости 
х = а + у (прямая). 
2т Точка движется по окружности ратуеа г съ по- 
етоянной скоростью У,  Окружноеть перембщаетея въ 
проетранствф тэкъ, что центръ ея, двигаясь съ постоянной 
скораетью У, опиеываеть окружноеть радиуса В, при чемь 
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плоскоеть движущейся окружности остается всегда нор 
мальной къ траектори центра. Найти ур—Йя траектоми 
ъабеолотнаго движешя и скорость его въ тюбой момент» 
времени. 

Ответить Проведя неподвижныя оси коордивать такъ, 
зтобы начало ихъ было въ центр окружноети рад. В, а 
сея ОХиОУ были расположены въ ея плоскости, получим: 

3} ур траектори 
рии ] 


2 
У тие зп = У,В аге - | 


р 
ду = У\+ У (. +1 №1). 
528 —Сь вершины мачты судна, движущегося равно- 
мрно со скороетью с, брошень камень (безь начальной 
скорости). Высота мачты 1. Опредфлить траекторю и еко- 
роеть абсолютиаго лвиженн камня, пренебрегая сопротив 
лешемъ возиуха. 

Отвьть. Принявъ ту точку пространства, съ которой 
совпадала вершина мачты въ моментъ, когда камень былъ 
брошейъ, за начало координатъ; направивъ ось ОХ по на- 
правлению двяженя судна, а ОУ по вертикали внизъ, найдем 

1) ур—® траектори 
=? У (парабола} 
) У=чИяие 
& — ускореше силы тяжести. 

„х29 Опредфлать скорость товарнаго пофаца относи 
тельно пассажира, Фдущего въ другомъ пофздВ навстрЬчу 
товарному со скоростью 65 в), Скорость товарнаго 
пофзда. 35 ®/.. 

Отаьть У = 100%] 

х30 Рышить предыдущую задачу. эъ предположении, 
ято пофзит, съ которымъ слфдуеть пассажиръ, Фдетъ не 
наветрфяу товарному, а обгоняеть его 

Отвьть. У == 80%. 


хе 


31 Опредьлить, подъ какимъ угломъ къ вертикали 
долженъ пасезжиръ, Фдуций на имперазЪ ковки, держать. 
свой яонтикъ, чтобы ме подвергнуться дфйетево дождя. 
Скорость падеши дождя М скорость движет конки \. 


Отвыть ШУ = ра 


КИНЕМАТИКА НЕИЗМВНЯЕМОЙ СИСТЕМЫ, 


3 35. Въ теоретической механик мы разематриваемъ 
лишь воображдемыя, идеальныя тфла, лишенный тёхЪ инди- 
видуальныхь отляч, козорыя мы обычно правыкли въ 
нихъ наблюдать ‘Такъ напр. если говорится о какомъ 
нибудь тьлё, при чемъ не дфлается опред®ленныхь ука- 
зайй © его свойетвахь (жидкое, сазообразное, упру 
гое....), то въ мехавикВ подразукввають всегда въ тахомъ, 
случа абоолютно-твердое т®ло, т. е., такое, разстояйе 
между отдфльными точками котораго не можетъ быть иа- 
рушено никакими действующими ва него силами. Такое 
тфло можно разсматривать, накъ собраше исйзиЪняемымъ. 
образомъ связанныхъ между собою матеральныхь точекъ, — 
короче говоря, какъ нензмьняемую систему такихъ точек, 

Въ предыдущихь главахь мы изслёдовали разные 
елучая движешя точки Этим мы отчасти предрёшиала 
вопроеъ о движены тфла. Дъйствительно, положеше 
твла во веякюй моменть будеть вполнз опредфлено 
если сумВемъ указать положеше 3 его точекь (не на 
одной прямои лежащихъ), Слфдовательво, зная движеше 
3 точекъ тёла мы ножень представить себф и движене 
всего тфла,—-колечно если при ‘этом извфетно располо 
жеше всфхь его точекъ относительно тфхъ точекъ, дви 
жене которыхь мы наблюдаемъ. Такимъ образомь вопроеъ 
о движени тЕлЪ сводится въ коншЬ ковцовъь къ изучено 
движеня ихъ точекъ-—Къ задачв нами уже разобранной 

Посл этихь общих замёчашй перейдем къ рааено- 
хрёвию нЪфкоторыхъ наиболфе характерныхь двяжешй тёлъ 
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при чемъ по-путно постараемся найти и сповобы ихъ 
сложен {“). 
Глава ХЁ. 
Поступательное движене твердаго тфла 


8 36. Если твло движется такямъ образомъ что вея- 
кая прямая, соединяющая 2 кая угодно, произвозьно 
взятыя, его точки, остается при движени себ параллель 
ной, то такое движеше тВлв называется поступательнымь 

Пользуясь атимъ опредёлешемъ, можно доказать слф- 
дующую теорену, представляющую ©060й дальнёйшее раз 
вие и описаше понятя объ этомъ движенм. 

$37. Теорема. Если тыьло деносется поступательно 
зно веть зпоини 20 опивывають размыя и параллельных (#*) 
зираектори в изпьють во воянёй моменть равныя и парал 
дельныя скорости и полныя ускоренёя. 

1). Пуеть тфло дви- 
жется поступательно. 
Возьмемъ кая либо 2 
точки его, напр., А и В, 
и соеданвиъ ихъ пря- 
мою. Въ случа посту- 
пательнаго движеня 
эта прямая долиша 
перемфщаться парал- 
лельно самой себф. 

Еели по истечени 
времени + она оказы- 
вается въ положени 
А’В’, то, раздфливъ 


(=) Заыфтямь между прочнуь, что кинематика системы была 
разработвив главяьагь образомь Прем, навфотнымь французским 
теомегромь и иншоверомь, Ниже мы овнажонинен сь одной очеяь, 
зажной теоремоб, имъ данной, 

(**) Паралильнымь мы нзаываемь 2 кривын, если воявой хорль, 
соединяющей 2 проиавольяыя точки одной изъ нихъ, соотвфтству- 
6тъ-равная и параллельная: хорда другой. нривой. ‚ ; 
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время { на безконечно малые элементы А, найлемъ, чго по 
истеченши каждаго такого элемента вренени прямая займетъ 
послБдовательно положешя А.В,, А,В., А,В..... при чемъ 


АВ | АВ,; А.В, ТАБ... _ АВ @) 


Изъ условя (1) вытекаетъ, что 
ДА, ВВ, ; А,А, | В,В,; А.А, 1 В,В, . 
Поелфдыя равенства показываютъ, что, еели наложить 


поманную АА, А, А, ..А’ на ломанную ВВ,В,В, „.В’, то 06% 
понанныя совпадуть 


Вообразимь теперь, что промежутокъ времени Аф нео 
граничевно убываеть до О. ‘Тогда хорды АА,, А.А, 
ВВ, , В.В... будуть неограниченяо уменыгаться и въ пре- 
дЬЛЬ, когда АЁ обратится въ О, ломанныя АД,А,.., ВВ В, 
обратятся въ кривыя АА’, ВВ’. Созпадев!е ломанныхъ яви 
лось результатомъ равенетвъ (2). Эти равенства остаютея 
справедливыми при всякой велитинф хордъ АА, и ВВ, 
А,А, и В,В,..., кругими словами, при всякомъ значеши А, 
Поэтому и въ предфлф, когда А{ сдблается равнымъ О 
ломанныя, обратившись въ кривыя будуть при наложени 
совпадать 


Первая часть теоремы доказана 


НН). Продолжимъ отрфаки АА А.А, ВВ, ВВ, и 
отвожимъ на нихъ дланы 


АА | А, А, 
Аа = о АЯ м 
ВВ, ВВ, 
В =. ВВ, = 1 
Очевидно 


Аа. ВЬ Ад, ВВ, ® 


Поемотримтъ, во что обратятся эти отрёзки когда А 
пачнеть неограниченно убываль и инаконець сдфлается 


убила, © 


— бб — 


Въ предьлЬ сВкушя Ао, А... ВЫ,В.Б.... обратятея 
ВЫ’, В.Б" 


въ касательных Ад’, А, а". При этомъ 


Аа = ша (4) = (1) (= АА, 
д=о А ь=о АА, АЕ А 


= шт (25) (5) мах 
АА -О 
м точно также 
Ари = У. В = Ув, ВБ: = У... 

Принимая во внимаше, что отрфзки Ад’, Ала"... ВЫ’, В.Ъ;'. 
направлены по касательнымь къ соотв тетвующииътраек- 
торныъ въ сторону движевя, на основам послёдиихъ 
равенетвъ мы приходимъ къ заключению, это эти отрЁзвки 
предетавляютъ собой по величинф и направлению скороеги 
точекь А и В въ положеняхь ихъ А, А... В, В,.. 

Равенства (3) справедливы при всякяхь значещихь ЛЕ 
Они будуть имфть мфето и въ предёлЬ когла ДЕЕО Но 
тогда, какъ мы видфли, отрфзки Аз, А,д,., ВЬ, В.Ъ,. 
обращаются въ У. У’... Уь, У'ь.... Сльдовательно, 

У Е Уь Ма 1 У 

что и требовалось доказать 

Ш) Проведя черезъ точки А иВ отрфзки Да и ВБ, 
равные и параллельные У", и \*, ‚ соедививь затВыъ а’еъ 
а”, 5’ съ Б", получим геометричеекя приращеня скорое- 
тей У, и Уь, при чемъ, какь — видно изъ хода 


построевя 
ва 1 ЪЪ. 


Раздаивъ эти отрфаки на А+, получииь средёя пол 
ныя ускорешя точекь АиВ те % №.  ОТложивь 
которыя. очевидно, найденъ 

5, 

Взявъ послёднее равеиство зъ предьлв когда ДЕ обра- 

щается въ О получимъ 
% 4А. 
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‚Аналогизнывьъ образонъ можемъ убфдиться, что и при 
веяцомъ иномъ положеши точекъ Аи В ихъ полныя уско- 
реня равны и параллельны, т. ©., 


Из, Ув. 
Итавъ, и третья часть теоремы доказана. 


$ 38. Такимъ образомъ въ иоступательномъ движени 
вс точки т%ла описываютъ равныя и параллельныя траек- 
торш и во вся моменть имЪютъ равныя и параллельныя 
скорости и полныя ускорена, иначе говоря, ве точни 
тъла движутся одинаково. Въ виду этого длл изученя 
постунательнаго движеня тЪла достаточно равемотреть 
движеше одной его точки. За эту точку чаще всего приня- 
мають его центръ тяжести. 


Глава ХИ. 


Вращательное движене твердаго тЬла около неподвижной оси 


$39 Предетавим» себ тло, движущееся такъ, что деф. 
точки его А и В остаются неподвижными. Такъ какъ дв 
точки вполнф опредфляють полозженепрямой, черезъ нихъ 
проходящей, то при движени тфла остаются неподвижными 
пе только двЪ, но вообще веф точки его, расположенныя 
на прямой АВ. На этомъ основаши эту прямую называютъ 
неподвижной осыо вразщенбя, а самое движене- вращетель- 
нымь около неподвижной ое, 


Особенность этого движенйя заключается въ томъ, что ве 
точки тВла движутея въ плоскостях, перпендикулярныхь къ 
оси вращевя, описывая дуги круга. При этомъ, еели вообра 
зииъ черезъ каждую точку тёла и ось вращешя плоскость, то 
ве такя олоскоети во всяй моментъ оказываются повер- 
нутыми на одинь и тотъ же уголь относительно своего на 
чальнаго положенйя, соотвфтетвующаго моменту, съ котораго 
начато наблюдеше движешя. Этотъ уголь,’ одинаковый во 
велю. моментъ для всхъ точекъ тфла, выражается въ дуговой 
ифрё и называется умовымь неремьщешемь тФла. Обозна- 
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чимъ его черезъ ©. При вращеши тЪфла онъ изифияется съ 
теченемъ времени, такъ что является функщей времени 


+ =ГЦ. 
Это уравнеше вполнф характеризуеть вращательное 


движене тФла, и потому его можно назвать уравневель 
вращательназо двиосеня. 


Равзсмотринъ движеше какой либо точки тфла, напр 
точки ш находящейся на разстояни г отъ оси врашеня. 
При вращенм тёла эта точка 
окажется, спустя нёкоторое 
время % въ положеши ш’ 
описав дугу шлу’, равпую г. 
Такъ какъ Ф для вофхъ то- 
чекъ тфла имфетъ одну и ту 
ке величину, то можно ека- 
зать, что ири вращении тля 
околд неподвижной оси точки 
ею опиеывають душ, пропор- 
заональныя разстояйямнь въ 
нь оси вращеня 


Гели обозначииъ паи’. черезь 5 то 
$5=:.... .-@ 

Т е, путь, пройденный точкой во врашательномь движении 
около неподвижной осн разень произведению узловою перемь- 
зценя на разстояфе точки отъ оси. 

При г = 1 формула (1) принимзеть вилъ 

$ =? 

на основаши чего жожно сказать что умовое перемщете 


чиеленно равно пути, пройденному точкой, находящейся оть 
оси вращейя на разстояниь равномь 1 


„Численно“ —потому, что ф число отвлеченное а $— 
именоланное выраженное въ едивицахть длины 
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Угловая скорость тфла, снорость его точекъ, 


$ 40 ОпредЪлимъ скорость какой нибудь произвольно 
взятой точки тБла. Съ этой цфлью возьмемъ производныя 
по времени обфихь частей рав-а (1} предыд. $. Получимъ 


_ в _. 8 
У= «и = 


4 


Ради краткости письма обозначимъ производную 9 


черезъ ф такъ что 


о = () 


"Тогда будемъ имЪфть 
Уго . (2). 
Такъ какъ Ф для вебхь точекъ тВло одно и то же 
то и ® дия вовхь точекъ сохраняетъ одну и ту же вели- 
чину Это количество-—® называется умювой скоростью тзла 


Итакь заловая скорость воть первая производная умовою 
теремьщеня по времени 


Принимая во внимане, это Ф— число отьлеченное, ва. 
основав и рав. (1) приходимъ къ заключению, что угловая 
скорость должна выражаться въ такихъ единицахъ 


И — 
(ед угл к) = (ед р) = в вр) 
Полагая въ форм (2) т = 1, найдемь 
У=е, 


т. е., уловал скорость численно равна скорости точки вт 
стоящей оть оси вращешя на разстояни, равномъ 1, 


Это рав--о лишь чиеленное, такъ какъ скорость и 


угловая скорость величины разнородныя и потому не мо 
тугь быть сравниваемы. 


Рав—о (2) показываеть, что скорость точки в0 веякзи 


мометпь равна произведению уьовом скорости на разстояше 
эючки оть осн вращеня 
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Угловое уснореме ТЬла, касательное, нормальное и полное 
ускорене его точенъ 


$41. Чтобы получить наеательное ускореме любой 
точки тфла, вояьшемъь произволныя мо времени обфихъ 
частей рав—а (2) пред. $. Найденъ 
ау д 
а — 


до 
Ради краткости письма обозвачимт производную — 


зерезь 0 ‘Тогда полузимь 


д=ш (... (1) 
Такъ какъ угзовая скорость ® для веъхЪъ точекъ т$- 
а® 
ла одиа и та же то и 1 или 6 для вефхъ точекъ им- 


етЪъ одно и то же значеше. Это количество 8 называется 
узловымь ускорещемь тфла. Имфи въ. виду рав--о (1) пре 
дыдущ, $, можно написать 


‚ 2). 


Такимъ образомь умовое ускореше есть порвая произ“ 
водная узловой скорости по времени или вторая производная 
Злловою перемьщеня по времени 

Поелбднее равенство нокалываеть, что угловое уско 
реше должно измВрятьея въ такихь одиницахь 
1 


(ед угл ук) = в = (ед вр у 
{ед. вр.) 
Полагая въ форм (т 1, полузимъ 
=% 


Те 414080е ускореше численно равно кавательному ускорению 
точки, отетоящей оть оси вращеная на разетовьи, равномь 1 

Это равенство может, быть лишь численнымъ вслёустые 
разнородноети ] и 


_я®- 


Форм {1} воказываетъ, что касательное ускореве любой 
зпочки пиьла, врамеющенося около неподвижной обв равно 
Зпловому ускоренгю, умноженному на разстолнёе точки оть оси 


Для опредфлешя полнаго ускорейя точки вычислимъ 
сначала ея нормальное или цеятростремительное ускореше 
`Какъ мы знаемъ 
то)! 
ОА 

т 


о (3) 


Въ виду этого полное ускореше равяо 


1ЕЗИ ВЕ ЧИ Е =тИ +8 


Уготь Т который составляеть полное ускорене съ 
касательной къ трасктори тозкя, 
опредфляется однимъ изъ рав 


ъ: 


Приифчаме. Изъ сказанцато о вратщательномъ движеви 

видимъ, что, еели дано ур—е 
= 

то по форм. (1) 8 40`н (2) этого $ можно вычислить угло- 
вую скорость и угловое ускорене тфла, зная которыя 
нетрудно уже по форм. (2} пред. 8 и (1), (3) и (4 этого $ 
найти для любой точни тФла скорость, касательное, нор- 
мальное и полное ускорешя, при чемъ для опредвленя 
заправлешя поелфдняго можеть послужить одно’ изъ 
рав» (5} 


п - 


Равномёрно вращательное движене 


$ 42. ели угловая сьорость не измЪняетея еъ тече- 
змемъ времени т. е., если 
® = СЗ, . .. {1} 
что вранательное движене называется равномърнымь. 


Угловое ‘перемфщене Ф оказывается при отохъ про 
поршювальнымъ времени Дфйствительно 


__4 
м 
42 = э& 
+= ао +о 
ГПредполагая что при { = О пу = О получимъ 
о=о+с 
откуда С = О и сл$довательно 
= & 2) 


Равнопереифнно-вращательное движене 


$ 43. Есля угловое ускореше оетаетея при движети 
поетояннымъ 
0 = Сия (1) 
то такое вращательное движене называется равнонерелтьн- 
нымь. При чемь если 0 > О — движеше называетея 
‘равноускореннымь, при } < О — равнозамедленнымь 


Угловая скорость при этонъ равна 


Чо 
8 = 4 
Ч4ю = 


= шчс-ичс 
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Полатая что при { = О ш = ®, находимъ 
® = О+С 
откуда С = ® и слБдовательно 
одоч+и (2) 


Для углового перем щевя получимъ въ этомъ случа 
такое выражене 
о - _® 
о @ 
4ф = о = (+9) & 


5е 
= ит фатскотч+тутс 


Правимая что при + = О 5 = О позучинъ 
о=о+о+с 
отьуда С = О и сл6довательно 


р 
= =. 3 
= + 5 8} 
Приибчане. Изъ форм (2) видно, что при @ > 0 
юр, и при 6 < 0, в ®,, что позволнеть дать та 
кое опредфлеше равноускореннаго и равнозамедленнаго 
движенй. 
Бели при 0 = 00т5. угловая скорость съ течешенъ. 
времени возрастаетт, движенше называется равноускореннымь 
есля-жъ убываетъ-—равнозамедленнымь 


$ 44 Пранимая во внимашю все сказанное въ этой 
глав, нетрудно понять, что движеше тла, вращающегося 
около неподвижной оси, вполнё будеть опредфлено, если 
при заданномь положени оси вращеня будеть указано 
движене одвой изъ его точекъ (не лежащей на оси 
вращенйя), За эту точку, по движеню которой мы могли бы 
составить понят о движени всего тФла удобно принять. 


-з- 


точку, находящуюся отъ оеи вращения ва разстояни, рав- 
номъ 1. Вычиеливъ екорость и касательное ускореше такой 
точки, мы получить и 6, зная которыя, во всяюй но 
ментъ можемъ опредфлить обстоятельства движешя любой 
точки тёла 


Глава ХИ 
Двинене твердаго тфла параллельно неподвижной плоскости 


$ 45. При движети тБла параллельно неподвижной 
птоекоети всВ точки его, находвищяся на одной прямой 
перпендикулярной къ плоскости, движулея одинаково, т. е., 
описывають раввыя и параллельныя траектори и инбютъ 
во всяк моментъ равныя и цараллельныя скорости и уско- 
рейя. Въ вид) этого для опредфлемя движен тёла 
достаточно пересфчь его какой нибудь плоскостью, парал- 
лельной данной; изучивь движеше точекъ тьла, лежашихь 
въ этой плоскости, мы тфмъ самымъ опредФламъ и цви- 
жеше вебхъ его точекъ. Но вфдь движене всякой плоской 
фигуры въ ея плоскости будеть извфстно, если указано 
движеше 2 ея точекъ, другини словами, если дано движене 
прямой, соединяющей 2 кавя либо точки фигуры  Слфдо- 
вательно, изучеше’ движеня тфла, перемфшающагоел въ 
пространств параллельно неподвижной плоскоети, сводится 
в. конЦВ конновь къ опредфленио движешя нВкоторой 
прямой въ плоскости параллельной данной. 


$ 46. Теорема. Всякое перемьщеше зима изь одною 
положеня в друюе нараллельно неподвижной плоскости мо- 
ееть быть получено однимь вращещемь около ови, пертенди 
кулярной къ этой плослости. 

Предположимъ, что плоскость чертежа параллельна, 
указанной ненодвижной плоскости ‘в пересфкаеть данное 
тЪло, Пусть А и В двЁ точки тла, лежапйя въ этой 
плоскости. Справедливость теоремы, очевидно, будеть обна 
ружена, если сумВемъ доказать, что перемшщеше прямой 
АВ въ влоскоети чертежа изъ положешя АВ въ какое 
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нибудь другое положенше, напр А.В,, можетъ быть поз 
чено проетымъ вращенемь 
ея около нёкоторой точки 
О, лежащей въ этой же 
плоскости, 

Для доказательства сое 
динимъ точки А и А, 
Ви В, пряными и залнть 
черезъ средины этихъ пря- 
мыхьъ проведенъ къ нимъ 
пернендакуляры СО и РО 
"Точка лересёчешя перпен 
дикуляровъ-—О—и будетъ 
той, около которой надо 
повернуть прямую АВ что- 
бы привести ее въ положенше А.В,. Покаженъ это. 

Соединив", точки А, В, А,, В, съ О, получимъ 2 тав- 
ныхъ А—ка АВО и А.В,0. На самомъ дБлф, прямыя АО 
и А,О равны какъ наклонныя равно-удаленныя отъ пер- 
пендикуляра; по той же причянф ВО = В,0; кромЁ того 

В = А,В,. СлЬдовательно, А АВО = А А,В.О. Имя 
это въ виду повернень А—къ АВО въ его плоскости око 
ло точки О на уголь х = / АОД, въ ваправленш, уна- 
занномъ стрёлкой. Тогда прямая АО займет положене А.О, 
и велисте равенства А-ковъ АВО и А,В,О прямая АВ 
совпадетъ съ А.В,. Итакъ, прямая АВ можеть быть при 
ведена въ положене А.В, простымъ вращешенъ на уголъ 
около точки 0, представляющей еобой точку пересвчещя 
перпендикуляровъ СО п ГО. 


Теорема доказана. 


'Движшене тёла параллельно неподвижной пясености накъ рядъ 
вращенй. 
$ 47. Пользуявь доказанной теоремой, можно такимъ 


простымъ способом» взслёдовать лвижене тёла параллель- 
но данной плоскоети. 


-=в- 


Пусть, вакъ и раньше, плоскость чертежа параллель 
на данной неподвижной плоскости; а А и В — дв точки 
тБла, лежащщя въ плоскости чертежа, по движению кото- 
рыхъ мы судинъ о движеши твла. Промежутокъ премени &, 
въ тезеше котораго прямая АВ переходить въ положене 
А’В', раздёлимъ на безконечно малые элементы АЕ Пусть 
во истечеши каждаго такого элемента времени прамая 
оказывается в полощеняхь АВ,, А,В,, А.В... А’В.. 


Согласно только что доказанной теорем изъ положешя 
АВ въ положене А.В, аряная можеть быть переведена. 
вращетемъ ея на уголь Дф около центра или, какъ иногда 
иначе его называют, полюса О, опредёляемаго пересфче- 
немъ рерпендикуляровъ, возставленныхь въ ередивахь 
отрёзковъ АА,, ВВ,. Точно также въ положене А,В, 
пряхая можеть быть приведена зрыдешемь на угомъ Ат, 
около полюса О,, опредзляемаго. переефчешемъ перпенди- 
куляровъ, проведевныхь черезъ средины отрёзковъ А,А,, 
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В.В,, и т. д. Такимъ образомъ движеше прямой еводится 
въ ковпф концовъ къ ряду вращешй около полюсовъ О 0, 
0, О,... на углы Ду, Ае,, Афон. 


Предполагая, это вращеня эти равномёрны найдемъ, 
что угловыя скорости ихъ соотвфтетвенно равны (см. $ 42 
форм, 2) 


а скорости вращательвыхь движешй точекь Аи В— 
У. У, №. Ув, Уь, Уь.. будучи кавательными 
къ траекторямъ этихъ точент--дугамъ, описаннымъ изь 
центровъ О, (,, 0,..., оказываются пернендикулярными къ 
прямымъ, соединяющимъ разныя положення точекь А и В 
съ соствфтетвующими полюсами (т.е. къ прямыит АО, 
ВО В,0,, В,0,..}. На основав послёдняго 
обстоятельства можно положешя полюсов О, 0,, 0... 
опредвлять пересёчешенъ перпендикуляровъ къ скоростямъ 
возставленныхь въ соотьВтетвенныхь положеняхъ точекъ 


Вообразимъ теперь, что элементы времени А! неогра, 
ниченно убываютъ до О. Тогда въ предфлБ при А = 0 
иногоугольникъ 00,0,... обратитея въ непрерывную кривую. 
Эта кривая называется неподвижной полоидой (центрои- 
доа);- точки О 0.0,.. навываются въ этомъ елучаф 
эатовенными полюойми (центрами) вращешя, а угловыя 
екорости, соотвЪтствующйя этимъ полюедиъ, — - иеновеннымиы 
уповыми споростями 


Проведя черезъ О, О,, 0,... ирямыя, перпендикулярныя 
къ данной неподвижной плоскости, и назвавъ ихЪъ меновен- 
ными осями вращеня, убЪждаемен на оеноваям всего ска- 
заннаго въ этомъ $, что демжеще ные параллельно непод- 
Фиженой ялоскоети сводится къ непрерывному рлду вразненй 
около соотаътетвующихь зяновенныть осей. у 


-_п 


Эти оси располагаютея по нфкоторой лилейчатой 
цилиндрической поверхности называемой  неподвиженымь 
акеоидомь, 


Двитене плоской фигуры въ ея плосности теорема Пуансо 


8 48. Если инфемъ плоскую фигуру, движущуюся въ 
«воей плоскости (эту плоскость предиозожинъ неподвиж 
ной), то па основаыи изложеннаго выще приходимъ къ выводу 
что движене фимуры можеть бить замтнено иепрерывномь 
рядомь вреиценй около соотвътетвующихь полюсов находя- 
зцитея на нъкоторой неподвиоеной привой—полоидь 


Отмытивъ положеше полюсовъ на площади движущей- 
ея фигуры увидимъ, что всф они расположены на н$®кото- 
рой ьривой, движущейся вуЪств съ фигурой.—Эта кривая 
называется подвижной полондой (центуоидой). — При этомъ 
во всяк моментъ подвижная и неподвижная полоиды ка- 
аются другъ друга въ точкф, служащей игловеннымъ 
цевтромъ вразщеня для этого момента. 


Можио доказать, что при движении физуры въ ея плос 
коета подвизеная позонда катится безь скольжещя по не 
подвижном. 


Дъйствительно, раздфливъ время { въ течене котора 
го мы наблюдаемь лвижеше фигуры, на безкоиечно малые 
элементы Аб отифтимь на неподвижной плоскоети поло 
жешя О О0,, 0,.... полюсовъ вращаясь около которыхъ 
на углы еоотвфтетвеныо равные До, Де,, Др... фигура 
въ начал и ков каждаго промежутка времени ДЕ ока- 
зывается въ положешяхъ, какя она въ дёйствительности 
завимлетъ вЪ эти моменты. Найдемъ также положеня этихъ 
полюсовъ на движущейся площади самой фигуры, Для 
этого поступниь такъ 


Соединавъ 0, О,, 0,... прямыми проведежь черезъ О 
подъ угломъ Аф къ 00, пряную 00’ и отложимжь на ней 
длину 00’ = 00, Затьыь прв точкё 0’ востроижь 


(000, = (00,0, 
и 000" = де, 
На сторон послфдня- 
го — 0/0" отложимъ 
длину 0'0” = 0,0, и 
при точ. О” поетроимъ 
.9'0”О’, = /0,0.0, 
и (0',0”0" = Ау... 
ит д. Тогда точни 
О 0', 0", 0”... и пред- 
ставятъ положен по- 
люсовъ 0,0, .0,. 0. 


ва движущейся пло 
шади фигуры. 


Дьйствительно, когда по истечени перваго промежут 
ка времени Д! фигура повернетея на уголь Аз около по- 
люса О, точка О’ совладеть еъ О,, при чемъ О’О’, займеть 
положене 0,0.„. Съ поворотомъ фигуры на уголь До, око- 
то полюса О, точка О” соввадеть съ О,, при чем 0”О’, 
пойдеть по направленно 0,0... Продолжая равеуждать 
такимъ образомъ, убЪфдимен, что при движени фигуры 
точки О, О’ О", 0”... будуть поеслфдовательно совпадать. 
съ 0, 0,, 0,, 0... и канъ разъ въ т моменты, когда эти 
посафдыя служатъ полюсами вращешя. Отсюда ясно, что 
О 0. 0"... предетавляютъ полюсы нанесеаные на площадь 
фигуры 


Какь зидииъ, при движеюи фигуры многоугольнакъ 
90/0"0” катитея безъ скольжея по многоугольнику 
00,0,0; 


ели вообразимь теперь, что промежутки времени ДЕ 
въ течеше которыхъ фигура вращается послфдовательно 
ва углы Аф, Ду,, Аф,.. около полюсонь 0, О,, 0,.. без- 
транично убываютъ до О, то въ предёлЬ, когда Дё сАВ 
дается равнымь О найдемъ, что многоугольникь 00,0, 


-э- 


обратится въ кривую ОК, неиз 

иВнно связанную съ неподвижс- 

ь ной плоскостью, въ которой дви- 

жется фигура, а многоугольникъ 

000". . обратитен въ кривую ОЪ, 

Е] неизмфнно связанную съ движу- 

щейся плошадью самой фигуры, 

при чемъ послфдняя кривая—ОЁ 

при движенм фигуры катится беяъ скольженя по кривой 

ОК. Какъ уже выше было упомянуто, кривая ОК назы- 

вается неподвижной, О подвижной полоидой  Итакъ, 

при дважени фигуры подвижная полоида катится безъ 
скольжешя по неподвижной 


Отсюда слфдуетъ, что, связааь физуру неиамъилеламь 
образомь въ подвижной полондой и калия посльйнюю безь сколь- 
звеня по неподвижной, мажно осущесиаить децжене физуры 


Это предложене было выеказако Пуансо 


Теорема Пуансо въ случаЪ двишешя тфла параллельно непод 
винной плосности. 


$ 49 Переходя теперь къ движению тВла параллельно 
неподвижной плоскости и принимая во виимаше то, что было 
сказано въ кони $ 47 приходимъ къ заключено, что—есла 
зерезъ точки кривыхь ОК 
и ОТ, проведенъь пряныя, 
перпендикулярныя къ дан- 
ной нелодвижной плоскости; 
линейч. цилиндрическя ио- 
верхности, по которынъ рас- 
положатся эти прямыя, назо- 
вемъ: ОК, -— нелодвизенымь, 
ОТ.—яподвижнымь акеондомь 
и вообразямъ первый неиз 
ыЪвно евязанныъ съ не- 
подвижной плоскостью а 
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второй — съ тблояъ, то при децжеенги итаа параллельно 
данной плоскоети подвижной аксоидь будеть катиться безь 
скольженя по неподвижному: такъ что движеше вньла можно 
осуществить, связавь сь нимь неизмьнлемымь образомь 2309- 
виоюной аксондь и катя посльдий по неподвижнону. 


Это предложеше представ гяетъ датьнфишее обобщете 
теоремы Пушнсо 


Глава ХЕ 


Вращательное движене твердаго тёла около неподвяжнаго 
центра. 


$ 50. Движене т®ля, вращающагося около н®иотораго 
неподвижнаго центра будетъ вполнЪ опредвлено, если для 
всякаго момента будстъ указано положеше 2 его точенъ, не 
лежащахъ на одной прямой съ неподвижнымъ центромъ. За 
эти поелфдыя удобно принять кая нибудь 2 точки тБла, 
находапияея отъ центра вращеня на разетоящи, равяомъ 1 
Если опишенъ сферическую поверхность радуса 1 и затВыъ 
черезъ произвоьно выбранныя 2 тозки этой поверхвости 
проведемъ дугу большого круга, то. зная положеше этой 
дуги во всяый моментъ, будемъ знать и положеше самого 
тЪла ръ любой моменть времени. Такимъ образомъ вопроеъ 
объ опредфлени движеня тёла, врашающагоея около не- 
полвижнаго центра, сводится въ коицв концовъ къ опред®- 
леню движешя дуги большого круга по поверхноети 


сферы 


$51 Тебрема д’ Аламбера. ели знвердое тиьло вращает- 
ся около неподвиженало центра, то всякое перемьщене ео изь 
одною позоженя въ друюе можеть быть произведено однимь 
вращенемь около оси ярожодящеи черезь неподвижюний центрь. 


Пуеть А и В—дзЪ точки тёла ——находяцуяся на сфер 
радуеа 1 овисанной изъ центра вращешя,—по движению 
которыхь мы буденъ судить о двяженя тфла: 
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Пусть далёе по 
иетечени нзкотораго 
времени { дуга боль- 
щого круга АВ ока- 
зывается въ положе- 
ши А,В,. Докажемъ, 
что въ то же положе- 
не она могла бы быть 
приведена вращенемъ 
на уголь ф около вси 
00,, образованной 
соединешемь центра 
О сь точкой сферы 
О, ‚ для получешя ко- 
торой достаточно продолжить до взаимнаго пересфчешя 
дуги большого круга СО; и РО,  проведенныя перпенди- 
кулярно къ дугамъ большого круга АЛ, в ВВ, черезъ ихъ 
средины Сир 


Для этого замфтимъ слёдующее 
` 4,0, = - 40, (#) 
— В0, = -— 8,0, (®) 
ъром$ того 
—АВ=-АВ, 
такъ какъ —^ А.В, представляетъ ту же дугу АВ но въ 
иномъ положени 


{*) Это равенство: вытекаеть изъ слфдующихь соотношенй 
изийотныхь изъ сферической тригонометрия 


3 4,0, = св А. -`сз 00, 
< АО; = «8 АС - сз 60, 
Отнуда, принимая во вывмаще, что С есть срединь АА; и 00 
тоиу А,6 = АС, паходимь 
сз А.О, = <5 АО, 
—А,0, = < 40, . 
Товимь ше образом доназывается я равен ство дугь ВО; и В.О; 
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Изъ этихъ 3 равенетвъ еслфдуетъ что еферическ 
ААО,В равенъ сферическому А А,0,В,, на основаши чего 
можно сказать. что Д А, О,В, представляеть собой д АО,В, 
передвянутый по поверхности сферы вокругъ точки О, на 
уголь ф или, Что то же, повернутый на уголъ ф около 
сей 00,. Такъ какъ при вращоны ве точки еферическаго 
ААО,В поворачиваются ва одинъь и тотъ же уголъ, то, 
слфдовательно, — АР, переходя въ положеше А.В, , также 
поворачивается на уголь ф вокругь оси ОО;. Отеюда яено, 
что она можеть быть приведена въ положеше А.В, однимъ 
вращешемъ около оси ОО,, а это и требовалось доказать. 


Двинеше тфла, иифющаго неподвижную точну, какъ радъ вра 
щен около мгновенных осей; теорема Пуансо. 


$ 52. Пусть твло, визющее неподвижную точку, въ 
течене нЪкотораго времени { переходить изъ одного по- 
`ложешя въ другое. Раздфлинъ {1 на безконечне малые эле- 
менты АЁ и отыБтимъь положеня тла, соотвётетвуюнуя 
началу и концу каждого такого элемента. Пользуясь тео- 
ремой 0’Аламбера, мы можемъ приводить тЪло изъ положе- 
ня, соотвфтетвующаго началу элемента времени Дё, ‘въ 
положене, занинаемое имъ въ конечный моменть этого 
промежутка, вращешемь около оси, проходящей черезъ 
неподвижную точку. Прилагая это разсуждеше къ каждому 
элементу, увидимъ, что движен@ тфла за время { можетъ 
быть сведено къ ряду вращезй около различныхь осей, про- 
ходящихь черезъ неподвижную точку. Если черезь заждыя 
2 сльлуюсця одна за другой оси проведемь плоскость то 
получинь нфкоторую пирамидальную поверхность съ вер- 
шиной въ неводвижной точк®. 

Вообразимъ теперь, что элементы времени А иеогра, 
ниченно убываютъ до О. Тогда въ предфлВ при 44 = 0 
эта пврамидальная пюверхность обратитея въ коническую. 
Любая изъ производящихь ‘Такой кояической. поверхности 
будеть въ изветный иоментъ ‹ служить мгновеннной осью. 
вращеня. Придерживаясь терниноломи` предыдущей главы 
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эту поверхность надо назвать нелодвижнымь аксоидомь; 
иначе ее называють еще неподвижнымь ковусомъ мановен- 
ныть осей. 

Отивтивъ въ самомъ тфлЪ положевня нгновенныхъ осей, 
увидимъ, что онф располатаются также по коначеской по- 
зерхноети, движущейся вмбетф съ твломъ. Эта поверхность 
будеть моденжныиь аксоидомь или подвижнымь конусомь 
лановенныхь осеи. Въ казждый даннный моментъ подвижной 
аксоидъ касаетен неподвижнаго по нёкоторой прямой, 
которая и будеть мгновенной осью вращешя для этого 
момента. 

Угловыя скорости вращешя около мгновенныхъ осей— 
назовемь, какъ в раныше — мановенными умовыми ско 


ростями 
Разсужденами, аналогаэпыми 


приведеннымь въ $ 48 и 49 
нетрудно убфдитьея, что яри 
Овиосень тльла, имьющело нелод- 
зижкную точку, подещиеной акоо- 
идь козтиутся безь скольоженя по 
неподвиокному, такъ что движенще 
тьла, вращающелося окоад ме- 
подвиокнамо центра можно вос- 
произвести  связавь неизитняе 
зымь образомь подвижной анедидь 
съ пмьломь и катя ею безь сколь 
женя по неподвижному. 

Такимъ образомъ теорема Пуанео примфнима и въ 
случаВ движеня тбла, имфющаго неводвижную тозку 


Глава ХУ. 
Винтовое движете твердаго тфла 


8 58. Гели при движены тЪла двЪ точки его А и В 
остаются на одной и той же прямой ОЙ, такъ что могутъ 
лянть скользить но ней, то такое движене тЪла налывает- 
ся винтовимь 
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Прямая 07 — называется вия 
товой оеыю. 

Изелёдуемъ дважеше какой либо 
точки тфла, напр ш находящейся 
въ разстоянш г отъ 07. При дви- 
жен тфла это разстояще остает- 
ея неизифннымъ. Это показываеть 
зто точка т движется по поверх- 
ности кругового цилиндра ращуса 
г съ осью 072. Но движеше точки 
но цилиндрической поверхности можно разсматривать, 
вакъ состоящее изъ двухь 1) относительно движенйя 
по окружноети ратуев г, 
плоскость которой перпев- 
дикулярна къ ОЙ, или, ина 
че говоря, изъ врошатель- 
мазо двнокенёя около осн ОЙ 
в 2) денжейя  влечешя 
выфстВ съ окружностью въ 
направлеши 01. 

Нервое изъ этихъ дви 
женй вполнё опред®ляет- 
ся ур-Чемь 

$ =, . (0 
эсли черезъ Ф обозначить 
угловое перенфщене точки 
изыБряя его, напр. оть плоскоети ХО7; второе можеть 
быть задано ур—Чемъ 


2=РЕО.. . 2) 

Результатомъ этихъ 2 движешй и является движеше 
точки по нФкоторой траектори, расположенной на ци 
линдрачеекой поверхности. 

"Таково движеше произвольнои точки тфла. Но гели 
каждая изъ точекь (за исключешемь находящихен на 
соки 02} обладяеть 2 движешями, то и движене веего 
тЬла можно разематривать соетоящимь изъ тВхь же 2 
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движенй: вращательнаго около оси ОЙ и прямолинейнаго 
поступательнато въ направлеши 07. Для опрецзленя лер 
вато можеть послужить напиеанное выше ур-—1е (1); для 
опредвлен!я второго, —прининая во внимане, что при по- 
ступательнюмь движения всф точки т6ла движутся одиноко 
ро,— достаточно указать движене какой либо его точки, для 
чего можно задать ур—16 {2}. Такимъ образомъ совокуп 
ность ур (1) и (2) вполиф опредфляеть еннизовое дви 
эвеме твла 

ИмБя въ распоряжеши эти ур—йя и зная разстояше 
точки отъ оси мы моженъ во вся моментъ опредфлить 
ея скороеть и полное ускореше. 

Дйствятельно, дифферениируя ур-е (1) найдень 
угловую скорость пращательнаго движеня 


= ЕС 
ЕЙ © 
Зная ® можемь вычислить относительную скорость 
точки при движений по окружноети радтуса г 


: 
Скорость влечешя при прямолинейномь движени па 
раллельно оси ОЙ 
4 


У = =Е 

а (6) 

Абсолютная скорость точки-—иначе екорость ея въ 
винтовомъ движени 


_ 7] з 
У=Ии 

Для опредфлешя направлешя \ замфтимъ слдующее: 
У лежитъ въ плоскости, касательной къ цилиндру, и ео- 
етавляеть съ плоскостью, перпендикулярной къ '0Ё (или 


—ч10 то же-—еъ плоскостью оеновавя цилиндра), уголь я 
вычисляемый по форнулВ 


2 (3) 


ща = 
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Итакъ, скорость точки опредВлена и по величив и 
по направлению. 


Нетрудно также найти и полное ускоревше. 


Для этого сначала опредЪяимъ }, — полное ускорене 
относительнаго вращательнаго движеня, 


для чего вычис 
лимъ его угловое ускорене 


до 
= =+ 
= [О 
= 
и 
И 
м, = = =" 
„= 
шее 
У, 


Полное ускореше движе- 
ня влеченя }, равно 
ду, 


В 


ы=-н =Р0 


Слфдовательно 
зя точки 


полное ускорене абсолютнаго движе 
ие 
= ли! 


у Е 
чет. 

51 у 

Углы 3 и { опредёляютъ направлеше } 


Равномфрно-винтовое двимене 


8 54 Если ь = Соя и У =е = (ой. то вен 
товое движене называется расвомирнымь, 
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Вь этомъ случав какъ видно изъ вышенаписанныхт, 


формулъ 
= =обияа н=0 
^ 


ш:= 
шт= =0 

Слдовательно, въ равномёрно винтовомь двяжени 
полное ускореше точки равно центростренительному уско- 
ренйю ея относательнаго  движешя по окружноста и на- 
правлено къ центру этой окружности (находящемуея на вин- 
товой оси), 

Формула (3} предыдущаго 8 при этоиъ доставляетъ 


ша = = (пя (1) 


то 
Это показываетъ, ‘что, еели цилиндрическую поверх- 
ность по которой движется точка развернуть на плоскость 


> з 
$ г 
| 
“ а ле “ 


то траекторя точкя изобразитея прямой а; 5, 

Какъ извфстно, кривая, начерченная на вилиндрв и 
обращаютщаяся на его развертк8 въ прямую называется 
винтювой лищей; @6 = а’, — называется ходома или аючь 
ея; я-—умо№ пофбема 

'Такимъ образомь въ равномрно-винтовомь движени 
ВоВ точки тВла описывають вивтовый лини. 
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Ивъ фори. (1} видно, что сь удалемемь оть винтовои 
оем (т. е съ увеличешемъ г} узоль модема винтовыть лин, 
описываемьхь точками тльаа уменьшается 


Глава ХУ! 
Общих случай двищеня твердаго тла 


$ 58. Теорема Шаля Бсяхое неремьщенге изъ одною 
положеёя въ друше сттьла, кокъ улюдно двизеущитося въ 
пространетвь можеть быть произведено однимь винтовымь 
движенемь. 

Какъ уже было сказано въ $ 35, движене тфла въ 
общемъ случа опредфляетен движешеиъ 3 его точекъ, не 
лежашихъ на одной прямой. Пусть А, В С-тавя 3 точки 
тЪла по движению которыхъ мы будемт, судить о движени 
твла. Соединивъ ихъ прямыми, получимъ неизмфняемый 
А АВС. Справедливость теоремы будетъ обнаружена, если 
докажешь, что этотъ треугольнинъ изъ первоначальнаго 
своего подожешя АВС можеть быть перемвщенъ въ какое 
угодно другое, напр. А,В,С, ‚ однимъ винтовымъ движешемъ. 

Для докава- 
тельства поету 
пимъ такъ. 

Постровмъ 
при точкё С 
ДАВС, сторо 
ны котораго бы- 
ли бы равны и 
параллельны 
сторонамъ А 
А.В. и бу 
демъ разематри 
вать А’В’С какъ 
новое положеше А АВС въ которое онъ переходить, преж- 
де чфмъ оказывается въ А,В,С;. При перембщеши треу 
тольника въ это положеше точка С остается неподвижной 
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Согласио теоремь д Аламбера всякое переифшеню тёла 
иифющаго неподвижную точку, иожетъ быть получено 
однимъ вращешемъ около оси, проходящей черезъ эту 
точку. Пусть СО есть та ось {построенная—какъ указано 
въ $ 51}, повернувшись вокругь которой въ направлены, 
указаннохмъ стрфлкой, А АВС перейдетъ въ положене А’В’С., 


Проведемь черезъ точку С плоскоеть ММ перленди- 
кулярную къ оси С0, я изъ точки С, опустинъ на эту 
плоскость перпендикуляръ, основане котораго С” соеди- 
нимъ съ С. Переходъ треугольника изъ положешя А’В’С 
въ А,В,С, можно осуществить, заставивъ его двигаться 
поступательно по направленно пряной СС” до положеня 
А"В”С" и перехФщая 00618 этого поетупательнымъ же 
движещемт, въ направлеши С”С, до совнаденя еъ АВ, С, 


Но, вращаясь около оси СО двигаясь затЪмь посту 
пательно въ направлеши СС” до положешя А”В”С” треу- 
гольникт, за все это время перемфщается параллельно 
плоскости ММ Выше было доказано, зто венкое перем 
щене тВла изъ одного моложешя въ другое парал- 
лельно плоевости можеть быть произведено однимъ вра- 
щенемь около оси, перпендикулярной къ этой плос- 
ноети. Въ виду этого оба движеня, — вращательное 
около оси СО и поступательное въ направлени СС”,— 
ногуть быть замвнены однямь вращешенъ около ивкото- 
рой оси 0,0’, перпендикулярной къ плоскости ММ (поло- 
жене ея опредфляется, какъ указано въ $ 46}. Такимъ 
образоиъ перемьщеше ‘треугольника язъ положешя АВС 
вь А,В,С, сводитея къ вращению около оси 0,0’ и по- 
ступательному движевио въ ваправленш С”С, или 0,0’ (такъ 
какъ С”С, { 0,0). Но, какъ мы видфли въ $ 5$, изъ вра- 
дательного движешя около оси и поступательнаго въ 
направлеши ея и слагается винтовое движеше. Слфдова 
тельно, А АВС можеть быть перемфщень въ положеше 
А.В,С, однижъ винтовыиь движещень ось котораго 0,0’ 


Теорема доказана. 


— 90 — 


Длиневе твердаго тфла какь рядъ винтовыхь перемфщенй 


856 Пусть тфло. двигаясь какъ угодно въ течене 
зремени # перемфщается въ пространствВ изъ одного по- 
ложеня въ другое. Раздфлимъ {1 на безнонечно малые 
элементы Дф и отыбтимъ положешя тфла въ начал и 
конив каждаго такого элемента. Разематривая движеше 
тЪла въ течене какого либо изъ элементовь, можемъ при- 
вести ТВЛО изъ положешя, соотвфтетвующаго началу этого 
элемента, въ положеше, соотвЪтствующее его концу, однимъ 
винтовымъ движешемъ около нфкоторой оси. Отифтимъ 
положеше этой. винтовой оси въ пространетв®. Сдвлавъ 
это для каждаго элемента, убфдинся, что движеше тфла 
за время { можетъ быть замфнено рядомъ винтовых» лере- 
ифщенй около соотвВтствующихъ винтовых осей. Вообра- 
зииъ теперь, что число элементовъ, на которое мы разд$- 
лили |, неограниченно возрастаетъ, или, что сами элементы 
неограниченно убываютъ до О. Тогда въ предёлф при 
ДЕ = О дрижеше тЪфла сведетев къ непрерывному ряду 
послфдовательныхь винтовыхъ движенй, Винтовыя оеи, 
называемыя вт, этомъ случа жзновенными винтовыми веями 
или мановенными осями вращеня в скольженёя (вЪ виду того, 
что всякое вынтовое движене состоить изъ вращеня око- 
ло винтовой оси я екольжешя по вей), расположатея пра 
этом по нфкоторой линейчатой поверхности, которую по 
аналони еъ предыдущимь назовемъ еподвименымь ансоидомь; 
угловыя зке скороети вращательныхъ движешй около мгно- 
зенныхъ ‘винтовыхъ осей - будемъ называть меновенными 
зиловыми скоростями, а скорости скольжешя точекъ тВла въ 
направлена этихз. осей -— линовенными скоростями сколь- 
женя. 


Отифтивъ положешя мгновенвыхь яинтовыхь осей въ 
самомъ ТёлЬ мы увидёли бы, что онф также располагают 
ея по ибкоторой линейчатой поверхности, движущейся въ 
пространствВ выфетф съ тёломъ. Эту поверхность надовемъ 
подвижнымь иксоидомь Въ каждый данный моменть под- 
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вижной аксоидъ касается веподвижнаго по изкоторой пря 
мой, служащей мгновенной осью вращешя и скольжевя 
для этого момента 

Если связать тфло неизыБняенымь образомъ съ под 
вижвымъ аксоидомъ, то при движении тая подвижной 
аисоидь будеть капииться со скольжещемь по неподвижному 
(скользя въ каждый моментъ по общей касательной обоихъ 
аксоидовъ). 

Отсюда слёдуетъ, что движене уньиь можено осутеет 
вить связавь въ зикмь нензмьъняемымь образомь подвнокнои 
аксонбь и катя посльдый во скольжещень по неподвиженому 

Это предложеше выражаетъ теорему Пуансо въ самомъ 
общемъ вид 

Глава ХУЙ. 


Сломете движении твердаго тбла 


$57. Въ предыдущихь главах мы раземотрВли нЪ 
зоторыя наибол$е типичных движешя тёлъ, Но т8ло можеть 
обладать я не однимъ, а одновременно нФеколькими двя- 
зкенями. Объненить учяете тфла въ ифсколькихь движе- 
ыяхъ можно совершенно такъ же, какъ это было едфлано 
для разъяенейя поняйя о сложномъ движеши точки, т.е. 
достаточно вообразить себф, что движеше тфла отифчаетея 
при помощи нфкоторой координатной системы, которая 
‹ама движется въ пространствф, при 1емъ движеше ея 
‚наблюдается относительно другой системы осей; эти поел д 
ня въ свою очередь не остаются въ векоф, а перемтают- 
ея относительно 3 ей координатной системы ит д, 

Тогда абсолютное движеше тфла’наблюденное отно- 
сительно неподвижныхь осей,—ножно разематривать накъ 
смбженое или составное изъ движений тЪъла; относительно 
подважныхь осей (относительное двнокеще) и дважешя 
самихъ осей (переносное движеще или двиожене влеченя) 
Послёдая 2 движешя можно назвать по отношению къ 
сложному гоставаяющиии наш слнаемыми 
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Мы разсыотримъ сложеше поступательныхь движетшй 
поступательнаго и врашательнаго, вращательныхь внпто 
выхъ и вообще какахь угодно движенй. 


Сложеше поступательныхь движенй 


$ 58 Принимая во внинаню, что при поетупательномъ. 
дважени веб точки тЪла движутся одинаково. нетрудно 
вонять, что, складывая движешя (перемщевн, скорости 
полныя ускорена) точекъ тфла, участвующаго въ нФоколь 
кихъ поетупательныхь движешихь, найденъ, что сложныя 
движешя точекъ окажутся одинаковыми (какъ составлен 
ныя изь одинаковыхь слагаеныхь эленентовъ). Это указы 
ваетъ на то, что сложное движеше тфла — также по 
ступательное. Итакъ, оше сложенёя двухь или ктоколькить 
постунательныхь Одвиженй получается поступательное 
даноженёе. 

При этомъ посл сказаннаго ясно что скорости и 
полвыя ускоровёя слагаемыхл, движенй складываются по 
правилу параллелограмма (вт случа 2 движенй) и многоу- 
гольника {въ случаф многихъ движен). 


Сложене поступательнаго и вращательнаго движенй 


Направзене поспупательнаю движенья параллельно оси 
вращения. 


$} 23 Въ этомъ елузаф сложное движеше—виновое 
Винтовая о6ь совпадаетъ съ обыю 
вращеня, угловая скорость при вра- 


ы щенм около винтовой оси равна ®— 
угловой скорости даннаго вращатель- 
т наго движеншя, скорость движеня т5 


ла въ направлеши винтовой оси рав- 
на У — скороети даннаго . постуйа- 
тельнаго движешя. у 


— %— 


1) Направлеше поступательнао движженая перпендикулярно 
к оси вращеня 


$ 60. Положимъ, тВло обладаеть 2 движенями, вра 
зцательнымь около оси ОО въ угловой скоростью ® и 
поступательнымь со скороетью У, нзаравлеше котораго во 
всяк моменть периейденулярно къ оси 00’ (*) 

Черезь какую нибудь точку О оси 00’ проведемъ 
плоскоеть ММ, перпендикулярную къ оеи. Нетрудно понять 
что движеше тьла будеть параллельно этой плоскости. Но 
вБиве ны видфли, что 
движеше т®ла парал- 
лельно плоскости ©во- 
дится къ непрерывно 
му ряду  врашенй 
около  игновенныхь 
осей, къ ней перпен- 
дикулярныхь. Опре- 
дзлимь потожене 
мгновенной оси для 
разенатриваенаго мо- 
мента. Для этого най 
демъ точку лерее®че- 
ня ея съ плоскостью 
ММ Такъ какъ всё точки мгновенной оси при движения 
тёла остаются въ покоф, то, очевидно, вопроеъ сводится 
къ опредфленйо такой точки тёла, скорость которой равна. 
О Для нахождевя ея поступимъ такъ. Проведежъ прямую 
00,, перпендикулярную къ плоскости ОА. Эта прямая 
будеть лежать въ плоскости ММ Каждая точка ея обла 
даетъ 2 скоростями, прямо-противоположнымя по ваправ 
‚ленно: 1) скоростью вращательнаго движеня около оси ОО’ 


{*) Осуществить тавое движеше ломко, зветавивъ тьло вра- 
щатьея около оси съ дачиой угловой скоростью и перомьщая 
затёмь злу обь съ соотаБтотвующей скоростью въ направлен 
данного поступательнаго движенья. 
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эта скорость равна ге если обозначить разстояне 00, 
черезъ т; 2) скоростью поетупательнаго движемя \ 
Возьуемъ на прямой ОО, такую точку разстояше которой 
отъ О удовлетворяло бы равенству 


те = У 1) 
такъ что 
У 
т о ©) 


Предположим», О, и есть какъ разъ такая точка. Но 
если это такъ, то изъ рав. (1) вытекаеть, что въ данвый 
моментъ она имфетъ 2 равныя и прямо-противоположныя 
скорости г и \ благодаря чему остается въ покоф. 
Нозтому, проведя черезъ нее прямую 0,0,, перпендикуляр 
но къ плоскости ММ, и получим исконую мгновенную ось 
Слвдовательно, пращательное движеше около оси ОО’ и 
поетупательное въ направлена, къ пей периепдикулярномь 
въ разематриваемый моментъ хогутт, быть замБнены однимт, 
вращешемь около мгновенной оси 0,0... 


Опредфлимъь О — мгновенную угловую скорость этого 
вращеня. Для этого вычислимь скорость точки О Эта 
точка, находясь на оси ОО’, не имфеть екорости во вра- 
щательномъ движеши около этой оси. Скорость ен равна 
лишь У — скорости поступательнаго движеня, Но, еели 
точка, О вращается въ данный моментъ около игновенной 
оси 0,0, то скорость ея должна быть равна гО. Слф- 
довательно 


У = го 
= 
г 
или, подставляя везичину г изъ рав з (2) нахоцимъ 
У У 


=, = => 


При этомъ направление вращеня около оси 0,0’ то же 
что и’ даннаго врашательнаго дважевя. (Это легко уяснить 
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еебф  ваглянувь на направлеше вращательной скорости 
точки О, скорости, равной \). 

Итак. оть сложеши вращательнаю и пернендипуляр- 
зао въ 0 осы постумательнио движет получается во всякей 
моменть вращательное движене около мановенной вси, па- 
раллельной ови данноло вращательнаю движещя, тою же 
итиравленя в съ тою же уаловой скоростью 

Положене ммовенной оси опредъляется во веякёй мо- 
эенть эръмь, чзно она проходить черезь точку, лежащую на 
общуемь перпендикулярь къ осн вращательные денженя и 
хаправленио поступательнало на разстояни 


У 


® 


г= 


ото осн первазо. 

Такимъ образомъ движене тфла еводитея къ непре- 
рывному ряду вращенй около мгновенныхь осей, которыя, 
накъ. мы знаем (см. $ 49), раеполагаются по н®которой 
цилиндрической поверхности, называемой неподвижныхъ 
аксойдомъ. Отмтавъ положешя этихъ осей въ самомъ 
ТЬДЪЬ, уридимъ, что онф расположатся по другой цилиндри 
ческой поверхности, называемой подвижныиъ аксоидомъ 
Связавъ послёдый неизмвняемымъ образомь съ тфломъ и 
катя его по неподважнону аксовду можемь осуществать 
движене тфла. 

Хелибъ’ направлеше даниаго вращательнаго движеня 
было обратно указанному на чертежВ, то для опредфлешя 
точки О,, вращательная скорость которой г« равна и 
прямо-противополонна \, прямую ОО, пришлось бы про 
вести черезъ О въ прямо-противоположную сторону; Тогда 
эгновенная ось оказалаеь бы по другую сторону отъ 
точки 0. 

Примфчане. На основаши сказаниаго въ этомъ $ хожяо 
давное вращательное движене разлагать во всяк моменть 
на вращательное движеше около любой оси параллельной 
оси даннаго движенн, одного съ ивыъ направлешя и пое- 
тузательное перпевдикулярное къ оси вращеня При этомъ 
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скороеть поступательнаго движеншя будетъ равна враща- 
тельной скорости той точки тёла черезъ которую прово 
димъ новую ось вращешя. 


11). Нотравлене поступательно движюещя образуеть съ 
осью вращешя произвольный ушль (острый или тупой). 


$ 61. Поступательное движеше со скороетью У 
составляющей уголь о съ осью вращеня 00’, можеть быть, 
разложено на 2 но оси ОО и перпендикулярно къ ней 
Скорость перваго — 
Усза, скорость вто- 
рого —Узва Но вра- 
щательное  движене 
около ови ОО и пос 
тупательное ео ско 
ростыю Узпа, перпен 
дакулярной къ ося 
врееня, могуть быть 
зъ данный моментъ 
замфнены однимъ вра- 
ценемь около оси 
0,0', параллельной 
00’, взятой въ плое 
кости О ОО, перпендикулярной къ Узра на разет г = Уз 

® 
оть оси 00’ Полученное вращательное движеше еъ по 
ступательнымъ скорость котораго Уезя  дастъ винтовое 
двизжен!е, ось котораго 00’ 


Такажь образомъ оть сложенёя врацательнаю движееня 
© поступательнамь направлеще котороло образуеть съ осъю 
вронейя яроизвольный ушль, получаетен в0 веяюй моменть 
винитовое двизеете. 

Ансоиды представляютъ въ данномъ случа 2 цилиядри 
чесюя поверхности. Ири движени т®ла подвяжной аксо- 
иль катится но неподвижному, скользя вдоль ихь общей 
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касательной, служащей въ каждый моментъ мгновенной 
винтовой оеБю. 

Если посгупательное движене-— прямолинейное, и У 
и ® постоянны, то неподвижный акеоидъ обращаетея въ 
плоекость, параллельную данной оси ОО и направленно 
поступательнаго ‘движеня, отстоящую отъ 00’ на разстоя- 
ии г; подвижной же аксоядъ обращается въ поверхнаеть 
«ругового циляидра радуеа г съ осью 00’. 


Сломеше вращательныхь движений. 


} 0х врещательныхь демжешй параллельны 
а). Движеня одно направленя. 


$ 62. Мусть тВло вращается около оси 0,0’,, которая 
зъ свою очередь вращается около параллельной ей оси 
0,0',, пра чемъ оба вращеня совершаются вф одву и ту 
же сторону, напр. по движению часовой стрёлки угловая 
скорость ях в: , ®,. 

Проведя какую нибудь нлоекость ММ, перпендикуляр- 
ную къ осямъ, убъждаемся что тВло движется параллель- 
но этой плоекасти. Это показывает, что движен!е его во вся 
И моменть сводится къ вращенно около нВкоторой игно- 
венной оси. Найдемъ 
положеше этой оси 
для того момента, ког- 
да ось врашеня тёла 
завимзетъ положеще 
0,0". Для этого сое- 
динимъ точки О, иО, 
прямой и вычиелимъ 
скоростьпроизвольной 
точки этой прямой, 
разетоявя которой 
отъ О, и 0, обовна- 
чимъ черезъ г: и г, 
Эта точка, участвуя во. 
врашени около оси 
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0,0’, обладлетъ скоростью вл. узчаетвуя же во вращеня 
около оси О,О,, получаеть скорость от, направленную 
прямо-противоположно первой скорости. Въ результат — 
истинная скорость этой точки оказывается равной г, —ю.т,. 
Можно подобрать т, и т, такъ что эта скорость будеть 
равна О 
в: — 
Олеюда. 


— а} 


Пусть О и есть такая точка, разстояя которой отъ 
0, и О, удовлетворяютъ поелднему рав--у ’Гогда, проведя 
черезъ О периендикуляръь къ плоскости ММ, получимъ. 
искомую игновенную ось. Такимъ образомъ въ разематри- 
ваемый моменть движене тёла сводится къ вращеню 
около оси 00’. 


Чтобы вычислить @—-угловую скорость тфла при вра- 
щени около этой осн, найдемъ скороеть точки 0,. Эта 
точка вращаясь около оси 0,0’,, обладает скоростью 
в, (г, + г,); съ другой стороны, принимая во внимаше, 
что движеше тЪфла въ данный моментъ сводится къ одному 
вращению около оси ОО’, эта скорость должиа быть равна 
Ог,. Пряравнивая эти выраженя одной и той же скорости 
получимь 

9, = в, (, + г) = вл, + ох, 


г. 
= 9+ 5 
а 


т, о 

2 1 

Внеся сюда вифето т равное ему отношене >. 
й 


(вы рав—о 1) будемъ имфть 


= + Е, фо, 
®. 
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Слфдовательно, угловая скорость при врашешя около 
00’ равна в, + ®;. При этомъ, равсматривая направлеше 
скороети От, убЪждаемся ‘что вращене. около оси 00 
того же направлешя, что и вокругь осей 0,0’, 0,0", 


Итакъ, от сложещя двуть вращательныхь движений 
одною направлешя, оси которыхь порпалельны получается 
80 веяый моменть вращательное движеше тою же ваправ 
леня около минювенном ом параллельной даннымь осямь съ 
умовою скоростью, равной сумль уловиль скоростей данныхь 
движение. Мановенная ось лежить при этомь въ плосковти 
рожодящей черезз данныя оси и. дьлить разетояше между 
ними на частая обратно пропорщональния умовимь ско 
ростлмь 


Аксоиды предетавляютъ въ данномъ случа цилиндри 
чеекя поверхности. Если ®, и ®, поетоянны, то неподвиж- 
ный аксойдъ обращаетея въ поверхность кругового ци 
линдра радуса г» съ осью 0.0’, ‚ подвижной въ поверхность 

кругового цилиндра 
радуеа г, съ овью 
0,0". Свявавъ по- 
сльдый неизминяе- 
мымь образонъ съ 
тБломъ и катя по 
неподвижвому ак 
сонду въ направ- 
леши, указаниомт 
стрёлкой (на чер- 
тежф изображены 
проекция ихъ на 
плоекость ММ) можемъ воспроизвести движеше тфла 


$) Деноиенья направлены в уазныя стороны 


$ 68. Предположимъ, что ®, >>, ПШовторяя разсуж 
деня приведенныя въ предыдущемъ $ убфдимся что оть 
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вложетя 2 враща- 
зпеданыть движенй 
противоположно на- 
правленныхь, оси ко- 
знормхь параляель- 
ны, получается во 
всякёй моменть вра- 
зцательное двизкеще 
одною направаещя 
<5 движещемь съ 
большей узловой ско 
родтью оково мено- 
зенной оси, параллельной даннымь осямъ, съ улловой скороетыо, 
равной разности зрловыхть скоростей данныль движенй. 
ЛИзновенная ось лежить при этомь въ плоскости, проходящей 
черезь данныя оси за оеыю съ большей узловой скоростью и 
находится оть овец въ разетоянлеь, обратно пропоршональ- 
ныть умовьмь скоростямь 


При постоянынхь в; И 
«5 неподвижный аксоидь 
представляеть поверхность 
вругового цилиндра радту- 
са т, еъ осью 0,0’,, под- 
вижной—поверхноеть кру 
гового цилиндра радуса г 
съ осью 0,. Движеше тфла 
можно осуществить, связавъ 
поелёднй  неизизвяемымъ 
образомъ еъ тфломъ в катя 
по неподвижному аксонду 
въ направлевы, указанномъ 
стрфлкой. 


$ 64 Угловую скороеть можно изображать и графи- 
Зески въ видф нЪкотораго отрфзка Съ этой цёлью посту- 
„ваютъ такъ 
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Откладивают ъ по оси вращешя отъ произвольной точки 
ея столько линейныхь еднциць, сколько единиць узловой ско 
рости заключаеть въ собъ чзображаемая узловая скорость. 
При этомь отрюзокъ этоть откладывають вь ту сторону 
оть ваятой на ови точки, откуда наблюдателю, уастоло- 
эеенному вдоль осы нами въ этой точкь, золовою въ сторо 
ну отложешя отръзка, двцжеще покажется направленнымь 
8 сторону денжешя часовой стутаки 

Условившись изображать такъ угловую скорость, на 
основан изложеннаго въ предыдущихь 2 $$ можно ека 
зать, что прн сложен 2 вращенй около параллельныхль осей 
ззловыя скорости ить складываются по ттьмь же правиламь, 
что и параллельныя силы 


Пара вращеня 


$ 65. Раземотримъ одинъ чаетныи случаи, который 
можеть встрётаться при сложени 3 врашательныхь дви 
жений съ параллельными осями, направленныхъ въ разныя 
еторовы Это тотъ случай когда угловыя скорости ихъ 
равны. 

Для еложеня 2 вращательныхь движенй съ парал- 
пельными осями, противоположно направденныхь мы имф- 
емъ сл8дующя соотношеня: { 

о 


Ваявъ производную изъ 
послфяней пропорция, можемъ 


написать 
Ш _ 
а > 
“Е 
ии 2 


{2) 
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Полагая ®; = в, изъ рав-ъ (1) и (2) находимъ 
э=о 


Такимъ образомт. въ данномь случа угловая скорость 
сложнаго вращательнаго движеня обращается въ 0, а 
мгновенная ось его удаляется въ безконечность; слздова 
тельно, веф точки тЪла въ разематриваемый моментъ опи 
сываютъ дуги безконечно большого радуса, иначе говоря 
движутся въ этоть моменть по параллельнымъ прянынъ 
перпендикулярнымь къ плоскости, заключающей оси 0,0’, 
0,0',; это показываетъ, что тЪло движется поступательно 


Въ виду этого, изображая х, И в, графически и за 

мфчая, что ок будутъ направлены въ противоположныя 

стороны, можно сказать. что оть 

сложеня 2 вращетельныхь движений 

®),. < равными и параллелытами, но про- 

зтивоположно направленными узловыми 

скоростями получается во вся мо 
мениз поступательное движене. 

Совокупность танихь 2 враша- 
тельныхь движенй называется яарою 
вращеня. 

Чтобы опредфлить скорость поступательнаго движен!я, 
которымъ въ данный монентъ можно замфнить пару зращеня, 
вызиелимъ скорость какой либо точки тфла; проще всего 
конечно  опредфлить скорость точки О, Эта точка, не 
принимая учаейя во вращеши около оси О,0’,, обладаетъ 
лишь екоростью при вращеши около неподвижной оси 0,0’, 
Эта скороеть, равная ге,  будеть абсолютной скоростью 
точки, а потому будеть равна скорости зам няющаго пару 
поступательнаго движешя (которое и представляеть собой 
абсолютное движеше въ данный моментъ). Итакъ, скорость 
паступательнаго движеншя \У равна го, или, обозначивъ 
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числовую величину равныхъь угловыхь скоростей в, и ®, 
черезъ « будемь нифть окончательно 
У = № 

8 66 Еелибъ тЪло учаетвовяло одновременно болёе 
зЪмъ въ 2 врашательныхь движеныяхь, оси которых меж 
ду собою параллельны, то приифвяя методъ послфдователь 
наго сложеныя, мы убфдились бы, что оть сложеня какою 
узодно чиела вращательныхь движенй съ параллельными 
осями получается во всяк моменть вращательное движене, 
965 котораю параллельна овямь составаяющить движенй. 
Умовая скорость ею равна плмебраической сумиь уловить 
‹коростен данныхь движений. Положенйе лановенной оси мо 
эюеть быть опредълено по тьмь же правиламь, которыя 
примьняются в5 статикь для опредьлещя положещя равно 
дуйствующей инозить паралледьныгь силь 


1). ен вращательныхь движенйй поресокаются 


$ 67. Пусть твло вращается около оси ОО,, которая 
въ свою очередь врещаетея около оси ОО,, Угловыя ско 
‘рости пращенй пусть соотв тетвенно равны ‹, ‚ ®.. Изобра 
зимъ ихъ отрфэками 00,, 00, . 

На отрфзкахь, изображающихь ®, и ю,  построимъ 
параллелограммъ, Соединивъ вершину его О" съ точкой О, по 
лузимъ игновенную 
ось вращеня, кото 
рымъ въ раземат 
риваемый номентъ 
можно замвнить 
данныя вращены 
около осей 00,00, 
Докажемъ это. 

Для атого опус 
тииъ изъ О’ на 00, 
и 00, перпендику- 
ляры гот, Изъ 
чертежа находииъ 


плющ А 00,0’ = площ А 00,0' 


ити 
— 6» 
2 2 
вт, = о,. 


Лфвая часть послдняго равенства выражаеть собой 
скорость точки О’при вращеви около оси 00,; скорость 
эта навравлена перпендикулярно къ плоскости параллело- 
трамма (на чертеж это показано въ перспектив). Правая 
чзеть равенства представляетъ скорость той же точки при 
вращения около оси ОО,; эта скорость направлена прямо- 
противоположно ®;г,. Итак», точка 0’, участвуя въ 2 
движешяхъ, обладаетъ въ разематриваемый моментъ 2 ско- 
ростяий, равными и прямо-противоположными Это показн- 
ваеть. что въ данный моменть она остается въ поноЪ. 
Остается неподвижной также и точка О, какъ принадле- 
жащая неподвижной оси ОО,. Слфдовательно, и вея пря 
ная 00’ въ данный моментъ неподвижна и потому пред- 
ставляеть собой мгновенную ось вращеня. 
Посмотримъ теперь, чему равна О--угловая скорость 
при вращени около оси 00’. Для этого опредвлимъ скороеть 
точки О,. При вращени около неподвижной оси ОО, ско- 
роеть этой точки равна ®.г,. Это будеть ея абсолютная 
скорость. Но, какъ мы нашли, движеще тфла въ раяематри- 
ваемый моментъ можетъ быть зам внено вращенеиъ около оби 
00’. Въ виду этого абеолютная скорость точки О, должна, 
быть равва Ог, если черезъ г обозначить разстояще ея до 
оси 00’. Отсюда слВдуетъ, что ®г. и Ог—еуть развыя выч 
раженя одной и той же абсолютной скорости точки О; и 
потому 
ть = 9 

откуда 
та 
т 

Но проязведеше ®уг, равно площади нараллелограича 
00,0’'0,, которая въ свою очередь равна удвоенной пло- 
щадя А 00,0’ 
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Поэтому 
2 00,07 00 г 
т и. 


® = г т 

Какъ видимъ, отрёзокъ ОО’—дагональ паралледограм- 
ма 00,0’0,—равень но величин ©. Въ то же время онъ 
выражаеть О и по направлению, такъ какъ направленъ по 
мгновенной ося въ ту сторону отъ точки О, откуда вра- 
щене кажетея совершающинся по движеншю часовой стрёл- 
ки (0 направленци этого вращеня мы получаемь понят, 
разсматривая каправлене скорости @г)- 

Итанъ, ото сложеня 9 врелцательныхь двиоеение около 
пересокающится осей получается в0 всяк моменть враща- 
тельное движеще, упловая скорость котораю выражается 
по величинь и направленю  Фюпональю параллелофамма, 
построениено на уловызь скоростяль составляющиль движенй. 

Такимъ образомъ 2 угловыя скорости, направленя кото- 
рыхъ переезкаются, складываются по правилу параллелограм- 
ма (подобно тому, какъ складываются скорости и ускоренйя). 

При постоянныхь в, и , неподвижный аксондъ 
представляетъ поверхноеть кругового конуса еъ вершиной 
въ 0, осью 00; и углонъ 28 
пря вершин, гд® В есть уголъ 
между осяжи 00’ и 00,. Под- 
важной аксоидъ обращается въ. 
поверхность кругового ковуса 
съ вершаной въ О, осью ОО, и 
и угломъ 2а при вершин®  гАБ 
а— уголь между осями ОО’и 00, 
Связавъ подвижной аксондъ не- 
изнфнлемымъ образомъ еъ т5- 
ломъ и катя по неподвяжному 
осуществим движене тфла. 

$ 68 Нетрудно понять, что еслибъ было дано сложить 
болфе чЬиъ 2 вращательныя движешя, оеи которыхъ пе- 
реефкаются въ одной точк®, то, складывая поелфдователь- 
но ихь угловыя екороети мы нашли бы что оть сложеня- 
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мнорись врощательнихь двнкешй, оси которыть переспка- 
зотся въ однои точь, получается во всяк момента врица- 
зпельное движжеще, умовая скорость котороло выбажается по 
величин ц направлено замыкающшей мкоюулольника, друйя 
стороны которо равны и параллельны отризкамь изобра- 
эжающимь по величинь и направлею уловыя скорости 
доставляющихь движенёй. 


ПЛ Оси вращательныхь денжеений: скрещиваются. 


$ 69. Пусть тфло вращается около оси О 0’, которая 
въ свою очередь вращается около оси 0,0’,, съ нею скре- 
шивающейся (*), Уголь между осями (или, лучизе сказать, — 
между 2 прямыми, проведенными черезъ какую вибудь 
точку параллельно осямъ) обозначимъ черезъ у, кратчай- 
шее разстояше между ними 0,О,—черезъ г. Угловыя ско- 
рости обоихь вращенй, предположинъ, равны в, ®, - 
Для сложешя движенй поступимъ такъ. Вращеше 
около оси 0,0’, замёнимъ вращешень около параллельной 
ей оси О.А 
о’ Чтобы это 
сдфлать, необхо- 
дико приложить 
еще поступатель- 
ное движеще, 
направлене ко- 
тораго перпен- 
дикулярно къоси 
(ем примвчаше 
къ $ 60}. Ско- 
рость его долж- 
на быть равна 
вращательной 
скорости точке 
Ю;, т.е. то, . Эта 
скорость, будузи 
<#) Скрещивающиниюя вазываюжся 2 праных въ томз, случеЪ, 
эсли он не пареллельны и въ томе время не. рербожнаются 
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‘перпендикулярной къ 0,0, оказывается лежащей въ 
плоскости АО, . 

Вращательныя движешя около 2 пересФкающихся осей 
0,0, и О,А могутъь быть замфневы одвимъ вращененъ 
хколо оси О,В, угловая скорость котораго ©--выражается 
Магональю параллелограмма построеннаго нач; и ®, 

Изъ чертежа находинъ 

9 = 9ОВ = 00 + 0В=ь ва о, 3 
О =ь, ва фо 63 . . (1) 

Углы а и В, соетавляемые @ съ в, и; опредфля- 

ются равенстваии 


«+ 3=т 
®, _ за (2) 
„ 58 


Поступательное движеше со скоростью га» можеть 
быть разложено на 2° по 0еи О.В и периендикулярно къ 
ней. Скорость порваго равна г, зпа, скорость второго — 
ты сза. Эта послёдивя перпендикулярна къ 0,0, (такъ 
какъ лежитъ въ плоскости АО,0’,). Будучи пернендикуляр- 
ной къ О,В и 0,0,, она будеть перпендикулярна и къ 
плоскости ВО,О, ‚ 

Вращательное движеше около О,В и поступательное 
въ направлеи, перпендикулярномь къ его оси, со ско 
Ростью га, сза могутъ быть замфнены однимъ вращешемъ 
около оеи 00’, параллельной О.В, находящейся отъ зея въ 
разетояни г,, удовзетнорнющемь равенству (см, 8 60) 


г:0 = ть, сза 
Откуда 
го ва тез са 
7-Я “ао 98 
Разстояще оси 00’ омь 0,0’, равно 
то; ва те: 238 


= т, =: = 
ат 0.652 + в, 58 в. С5а + в, 658 
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Положене точки О, черезъ которую проходитъ ось. 
00’, проше всего опредфлить, указавъ, въ каконъ отноше 
вши дёлить она прямую 0,0, — кратчайшее разетояще 
между данными осями. 

Соглаено только что выведепнымъ вырлжешямь для г, 
и т, отяошене ихъ равно 


о 
57 


в, сва 

или имфя въ ваду рав. (2) 

зпа 638 а 
зп 5 а = 83 


(3) 


Пользуясь этимъ равенетвомь нетрудно уже опред 
лить положеше точки О. 

Такииъ образомь движеше тфла свелось къ вращению 
около оси 00’ и поетупательному движеню въ направлен оеи 
О.В или, что то же, —в% направлени оси ОО’ (такъ накъ 
об эти оси параллельны) со скоростью го, зпа. Но изъ 
вращательнаго движешя и поступательнаго въ направления 
его оеи образуется, как мы знаемъ, винтовое движене, 
СлФдовательно, движеше тфла въ концё концовъ оказы 
вается винтовымъ 

Итакъ, ом саоженая 2 врилцательныть движении около. 
скрешивающился осей получается 90 всяк моменть винто- 
вое двиоюене, мановенная ось которо дълить кратченниее 
разетоящёе между осяни на части, пропорийональныя зтан- 
зенсамь узловь, составаяемыть ею съ данными осями. — Мано 
венная умовля скорость ею выражается по аеличинь и 
направлению О/олональю паралаезярамма, построеннао на 
отризкать, равныть н параллельныть уловымь скоростям” 
воставалющить движенй. Мновенная скорость скодъжещя 
в направлен оси равна ть зна 


Слощенге винтовыхь движений 


. $10. Пусть тьло узаствуеть одновременно. въ нф- 
еколькихъ винтовыхь движешяхь, Канъ мы вндемъ, наждое" 
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язъ иихъ состоитъ изъ вращеня около н8которой оси и 
поступательнаго движешя въ ея направлени Пользуясь 
сказаннымъ вЪ примфзани къ $ 60, перенесемъ оси вефхъ 
вращательныхь движена параллельно самимъ себЪ въ ка- 
кую нибудь точку тфла и полученныя новыя вращательныя 
движсшя сложимъ въ одно врашеше (сложивъ по правилу 
многоугольника согласно сказанному въ 8 68 ихъ угловыя 
скорости). Но при перенесснм осей вращеня параллельно 
самимъ себф приходитея прибавлять еще соотв тетвуюнйя 
пюстунательныя движеня. Эти послёдыя выфетВ съ посту 
пательными движенями входящиий въ составъ данныхъ 
движенй, ногутъ быть замВнены однимъ поступатель- 
нымъ движешемъ ‘Тогда вс давныя движешя окажутся 
приведенными къ одному вращательнону и одному посту- 
пательному движещямь Предполагая, что въ общемъ слу- 
ча направлеще этого поступательнаго движеня состав 
ляетъ съ осыю вращеня н®который оуголъ (острый или 
тупой}, имя въ виду сказанное въ 861 можемъ замёнить 
эти 2 двишетя однимъ вантовыиЪ. 

Итакъ, ото сложешя какою зподно числа винтовыть 
движений получается во веякёй моменть винтовое движеще. 


Сложеше накихь угодно движенм. 


$ 71. На основании веего изложеннаго праходимъ къ 
заключению, что везкое двяжеще тла (будетъ ли то-—дви 
кеше иараллельно нФкоторой плоскости, вращеше около 
точки, вивтовое движеше} в0 всяюЙ моментъ можетъ быть 
приведено или къ одному нращательному или къ поетупа 
тельному двяженио или иъ ихъ совокупности. Полтому, въ 
какихь бы движешяхь тло ни участвовало, всегда вознож- 
но, зажВнивь ихъ соотьфтетвующими вращчательными # 
поступательныи движешямя, свести вопросъ о сложени 
данныхь движешй къ сложеню ифенолькихь врашатель- 
ныхъ и иБеколькихъ поетуцательяыхь движешй. Накъ мы 
‘уже видёли въ предыдущемъ:8, ревультатомъ. сложешя 
зеелднихь 2 группъ движевй: являются ифкотерое вра- 
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щательное и поетунательное движешя, которыя въ свою 
очередь могутЪ быть приведены вообще говоря къ одно- 
му винтовому движенио. 

Итакъ, оть сложенёя какихь узодно двисени 60 велкй 
моченть получается въ общемь случель вицтовое движеще. 

Въ частномъ случаВ это движене иожеть быть или 
поступательнымъ (вели игновенная угловая екороеть его 
равна 0) или вращательнымь (если игновенная скорость 
скольжения въ направлени винтовой оси равна 0) 

Отсюда нежду прочимъ вытекаеть, что винтовое дви- 
жеше есть самое общее движене тфла. Это влолнф согла- 
суется съ сказаннымъ въ $ 655. 

$72 Мы разсмотр®ли въ этой глав разные случаи 
еложешя движенй твердаго тЪла Въ виду того, что 
задачи, обратныя разсмотрённымь  относянйяся къ разло- 
эженю деиосенй, могутъ быть ршаемы въ каждомъ отдфль- 
номъ случаф, иеходя изъ приведенныхь выше законов 
сложешя движенй, надъ такого рода задачами мы особен- 
но останавливаться не будемъ. 


Задачи для упражненй. 


х32 Опредфлить угловую скорость суточнаго вращеня 
земти 
Ре 


Отзъьть ® = 05 = 


000007 —=- 


Х 33. Опредфлить скорость точки, находящейся на эква 
торф, въ суточномъ вращени земли. Радёусъ земли— 6877 ». 


бтвьть У = 045 =, 


х34. На валу машины равномфрио вращается маховое 
колесо, дфлая п оборотовъ въ минуту. ‹Опредфлить его 
угловую скорость 
т 1 


Отетть. ори Ил = 
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х85. Въ предыдущей задач опредвлять скороеть на 
окружности (*) колеса. Радусь колеса В =. 
Отвьть. У = 01 Вл "/,, 

36. Маховое колесо, надфтое на валъ нашивы, при 
пусканм ея въ ходъ въ течеше нёкоторато времеви вра- 
щается равноускоренно, такъ что черезъ 4 секундъ начи- 
наетъ дфлать п оборотовъ въ минуту. Опред®лять число 
оборотовъ колеса въ минуту по истечени & секундъ оть 
начала движения. 


Ответь. п = ("): 


х37. Тьло, выходя изъ покоя, начинаетъ равноускорен- 
но вращаться около оси, поворачиваясь въ течеше пер- 
выхь 3 секуидь на 270° Опредфлить его угловую скорость 


а 


Отаыть = >. 


38. Прямая длиною Ё движется въ плоскости. Одинъ 
конецф ея А равнонёрно со скоростью с перемёшается по 
окружности радуса г; другой конецъ В скользить по пря- 
мой, проходящей через», центръ окружности  Опредфлить 
движеве точки ея ш, находящейся на разсзоящи | оть 
конца В (найти ея скорость и нолное уекорен)- 


(#) т.е скорость точевъ  расположенныхь по нарузной 
бвружности волеса. 
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Ухазаве на рьшеше Ур —я движешя точки т 


х=говФ + (. Ут пия а) 


У Ета 


Здвсь Ф< есть угловое переыфщеше конца А прямой 


[2 


Иеключивъ изъ ур-ш (1) $ полузимъ ур-че траек- 
‘тор точки т 


= Уи + У м 


Изъ ур (2) ножемь написать 
ы 


ое 
г 


Инфя это въ виду продифференнируемъ по & ур-1я (1) 
“Тогда найдемъ проекци скорости точки ш на координат 


ныя оби 
У. = ° (> -+ Пт 29 ) 
ВИ 19—в 57° Ф ® 
У =ера, 
Чаетные случаи 
При ф=Оиф=к | При Тир Вт 
У. =0 Ее } 
1 = 
ине У=о \ 


7 © Траввторш ата иметь ийщевидиую форму, отличается по 
ззьшиому зиду оть эллиосв тфыъ, что иркензия объахь вороинъ 


жводивакова. 
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Верхше знаки относятся къ значешямь \, и \,, 


Ы 
соотвЪтетвующимь ? = Оиф = = ` нижне отеёчають 
Е] 
ти, = -- 
а т э 


Продифференцировавъ по { ур-—я (3), получимъ проек- 
щи полнаго ускорешя точки т на координатныя оси 


е г 
л=-, “+ (2+ 
+ 5 | 
4 (2—2 аа 2) { 
#1 


=-ттяу 


Частные случаи 


Зная У,, У, Г, ], нетрудно уже опредфлить вели- 
зину и направлене У я] 

39 Тёло равноиврно вращается около оси Эта послЪд- 
няя въ свою очередь равномфрно вращается около другой 
сея, ей параллельной. Направлеше обоихъ вращенй оди- 
ваково. Опредфлить мгновенную угловую скорость тфла 
вели известно, что въ первомъ вращени тфло дёлаетъ в 
оборотовъ въ минуту во второмъ—п” оборотовъ въ минуту 


Отвьть ю = + п) =01 + п) 
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40 Тьло выйдя изъ покоя, начиваеть равноускорен- 
но вращаться около оси которая въ то же вреня равно- 
мЪрно вращаетея около другой оси, къ ней перпендику- 
лярной. Опредёлить число оборотовъ тфла въ минуту при 
вращеши около мгновенной оси по истечени 15 секувдъ 
отъ начала движешя, если извфетно, что по прошествии. 
первыхъ 10 секуидъ тфло дфлаетъ 20 оборотовъ въ мину- 
ту около своей оси, а эта поедфдняя во вее время движе 
вя дфлаеть 40 оборотовъ въ минуту. 


Отвьть п = 50 


